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Exercice 1 

1) (aj?QD) = (QJ?QA) + (QA?QD)[27r]. 

 .A . 7Z 
AQJ est un triangle rectangle en J tel que (AQ, AJ) = —[27i]. 

Alors (^?QA) = (JA?JQ)-(ÀQ?ÀJ)[27i] = ^-^[27i] 

 .A .  .A . 
DAQ est un triangle isocèle (direct) en D tel que (AD, AD) = (AD, AJ) [2tz] = — [2tz]. 

Alors (QD?QA) = (ÂQ?ÀJ)[27i] = —[27i]. Par la suite (QJ?QD) = -- — -—[27i] = -[27i]. 
12 21212 3 

2) a) R est la composée de deux symétries orthogonales d'axes sécants au point Q 

2n  .a . 271 
Donc R est la rotation de centre Q d'angle — car 2(DJ , DD) = —[27r]. 

3 3 
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b) «F = R(J) donc(QJ , QF) = —[27i], de plus (QJ , Ql) = - + — + -[2n] = — [27i]. 
3 3 12 4 3 

 .A .  .A .  .A . O O 
•(QF, QI) = (QF, QJ) + (QJ, Ql)[27i] = -y + y[27i] = 0[27i] donc Fe[Ql). 

3) a) f(J) = hoR(J) = h(F) = l. 

b) f est la composée d'une homothétie et d'un déplacement donc f est une similitude directe, 

•f (Q) = hoR (Q) = h (Q) = Q. Alors Q est le centre de f. 
/\   Q Q 

•f(J) = I et (QJ , Ql) == —[27i] donc f est d'angle —. 
3 3 

Remarques : 

* f = h o R donc l'angle de f est celui de R car le rapport de h est positif car h(F) = I et F e [Dl). 

* h et R ont le même centre Q alors Q est le centre def = h o R. 

c) Le triangleDAI est rectangle et isocèle enI, -^- = sinf— =—. 
y 4 y 2 

Le triangle DJAest rectangle en JetDAJ = —, donc 1 

12 ' qj ■ r o Vs-i' 
sm — ^ 

U2) 

• f(J) =l . Donc le rapport de f est égal à — = — = Vs +1. 
QJ QA QJ 2 V3-1 V3-1 

4)a). g est une similitude indirecte telle que g(D) = D et g(J) = I. 

• f o S(Qj) est la composée d'une similitude directe et d'un antidéplacement( ), 

donc f o est une similitude indirecte. est une similitude indirecte). une blMlINlUUc II lUIl fcîULU. 

On vérifie facilement que f o S^Qjj (D) = D et f o ( J) = I. 

Ainsi g et f 0 S^Qj^ sont deux similitudes indirectes qui coïncident en deux points 

distincts donc g = f 0 S^Qjy 

b).Méthode1 : g = f o et S^Qj^ est une similitude indirecte de rapport 1. 

Donc le rapport de g est celui de f c'est à dire 

• Méthode2: g(J) =l alors le rapport de g est — =V3+1. 
QJ 
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A 

A 
Or QJ , QD = qd , Ql [271:],alors la droite (QD) porte la bissectrice intérieure de l'angle IQJ. 

^ ^ ^ / \ 
Ainsi l'axe de g est la droite (QD). 

d) g est la similitude indirecte de centre Q, de rapport V3+1 et d'axe (QD) donc la forme 
réduite de g est g = h(a ^ o S(QD) = S(nD)oh(a ^ 

h est l'homothétie de centre Q, de rapport= V3+1. Donc g =hoS/rin\- 
QF QJ 

Qu bien : 9 = f o S^j) =hoRoS(QJ) =hoS(QD)oS(QJ)oS(QJ) = hoS(QD). 

e) K est un point de l'axe de g donc K' = g(K) = h o S^QD^ (K) = h(K). 

* h (K) = K' et h (F) = I 

* Le point K' est donc le point d'intersection de la droite (QK) avec la droite passant pat I et 

parallèle à la droite (FK). 

A 

\ / VT \ A. 
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Exercice 2 

ro 
f0^ f0^ f0l 

1) a) ËC 1 ; ëd 1 d'où ËCaËD 1 or AH 1 

l-12 l"1; l12 l1J 

1 

donc EC aED = AH. 

1 
b) L'aire du triangle ECD est égale à : — ||EC a ED ||= —1| afi||=—. 

c) Le volume du tétraèdre AECD est : v = 
1 

(eCaEd).EA . Avec EA 

rcn 

0 
1 

On trouve v = —. 
6 

2) a). CE(AC)n(DCG) d'où h(C) e h(AC)nh(DCG). 

h(AC) = (AC) car le centre de h appartient à (AC) et h(DCG) est le plan passant 
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par M et parallèle au plan (DCG). 

Comme (AC)nh(DCG) ={N} alors h(C) = N. 

• Ce (AG)n(DCG) d'où h(G)E h(AG)nh(DCG). 

h(AG) = (AG) et (AG)nh(DCG) = {P} alors h(G) = P. 

b) h(E) est le point d'intersection du plan h(ECD) avec la droite (AE)= h(AE). Donc h(E) = K. 

(h(ECD) est le plan parallèle à (ECD) et passant par M). 

Ainsi l'image par h du tétraèdre AECD est le tétraèdre AKMN. 

A o A3 

Par la suite V(AKMN) = I ^ 
1 

x —. 
6 

1 
3) a) Méthode 1 : une équation du plan (DCG) est y -1 = 0 d'où d(l,(DCG)) = — , 

par conséquent : le plan (DCG) coupe la sphère (S) suivant un cercle (C) de rayon 

r = ^R2-d(l,(DCG)) = 1||^ = ^. 

Le centre de (C) est le point H du plan (DCG) vérifiant IH = a AD, a e E. 

(Le vecteur AD est normal au plan (DCG) ). On trouve H 
^1 . 1 

v2 1 2 

Méthode 2 : Remarquons que les points D, C et G (qui ne sont pas alignés) appartiennent à 

(S), alors le plan (DCG) coupe la sphère (S) suivant le cercle (C) circonscrit au triangle DCG 

(qui est rectangle en C). Le centre du cercle (C) est donc le milieu du segment [DG] 

T1 1 ^ DG V2 
c'est-à-dire le point de coordonnées —,1J et le rayon de (C) est 

b) h(S) = (S'), h(DCG) = (MNP) et (S)n(DCG) = (C). 

Donc le plan (MNP) coupe la sphère (S') suivant le cercle (C) = h(C). 

3 3V2 
(C) est un cercle de centre le point H' = h(H) et de rayon R' = —R = 

On trouve H' 

4 8 
r3 3 3^1 

v8'4'8 

Exercice 3 

1) a) 53 est premier et x est un nombre premier avec 53 donc d'après Fermât : 

x52 = 1(mod53). Le reste modulo 53 de x52 est égal à 1. 

'ïPk-i-l ! 
b) Soit k un entier naturel, onéchtx =lx j -x 

Comme x52 =1(mod53) alors x52k+1 = x (mod 53). 

/ \29 
2) (29j =29x29 et 9x29 =261 = 1 + 52x5. Comme 2 est premier avec 53, 

/ q\29 Q 
alors d'après 1)b) (2 1 =2(mod53) d'où 2 est solution de l'équation (E-j). 

3) a) Soit d = x a53. 

d divise x donc d divise x29 et d divise 53 donc d divise 2. Car x29 = 2 (mod 53). 

( x29 = 2 (mod 53) alors il existe p s Z tel que x29 = 2 + 53p c'est à dire x29 -53p = 2 ) 

Donc d = 1 ou d = 2. Comme 2 ne divise pas 53 alors d = 1. 
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b) x une solution de l'équation (E-j). D'après 3)a) x est premier avec 53. 

261 = 5x 52 + 1 donc x261 = x (mod 53) d'après 1 ) b). 

(\9 
x29 j ee 29 (mod 53). (I) 

l \9 
Or 29x9 = 261 donc (x29j = x261(mod53). D'après: 3)b) x261 = x(mod 53). (Il) 

(l)et (II) donnent x= 29 (mod 53). 

4) a) 29 = 512 = 9 x 53 + 35 d'où 29=35(mod53) 

b) • Si x est une solution de (E-j) alors x = 29 (mod 53), d'après 3)c) 

/ \29 
• Si x = 29 (mod 53) alors x29 = (29j (mod 53) 

29 
et comme ^29j =2 (mod 53) ^car 29 solution de (E-j) jalors x29 = 2 (mod 53). 

D'où x solution de (E-j). 

Conclusion: x solution de (E^ <=> x = 29 (mod 53). 

Or 29 =35(mod53) d'après 4)a), d'où les solutions de l'équation (E-j) 

sont les entiers 53k+ 35 avec k e Z. 

5) a) 71 x 3-53x4 = 213-212 =1 donc (3 , 4) solution de (E2). 

b) «Soit (u,v) une solution de(E2) 

Des égalités: 71u-53v = 1et71x3-53x4 = 1on déduit que 71 (u - 3) = 53 (v - 4) 

Comme 71 a53 = 1 alors il existe k e Z tel que v-4 = 71k (lemme de Gauss) 

Ainsi SZxZ (u , 4 + 71 k), (u, k)EZ2 } 

• Soit (u, k) e Z2, 

(u , 4 + 71 k) est une solution de(E2) o 71 u-53 (4 + 71 k) = 1 

o 71 u-53 (4 + 71 k) = 71 x3 - 53x4 

o 71 u - 53 • 71 k = 71 x 3 

<=> u - 53 • k = 3 

<=> u = 3 + 53k 

Par la suite | (u , 4 + 71 k), (u, k)E Z2 | œ SZxZ si et seulement si u = 3 + 53k. 

Conclusion : SZxZ = | (3 + 53k, 4 + 71 k), k + Z | 

Remarque :On pourra appliquer le lemme de gauss deux fois : On exprime u et v en fonction 

de k et k' puis on vérifie que k=k'. 

6) Soit x e Z, 

| x = 34 (mod 71) rx = 34(mod7l) rx = 34 + 71u, ueZ 

[ x29 = 2 (mod 53) ^ [ x = 35 (mod 53) ^ [ x = 35 + 53 v, v e Z ' 

Alors 71 u -53 v =1. Donc (u ,v) est solution de l'équation (E2). 

fu = 3 + 53 k 
Par la suite il existe k e Z tel que { 

[v = 4 + 71 k 

Ainsi x = 34 + 71(3 + 53 k) = 247+ 3763 k, k + Z. 
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réciproquement : 

six =247 +3763 k, k + Z alors 

• x = 71 x 3 +34 +71x(53 k) = 34 (mod 71) 

• x = 35 + 53 x 4 +53x(71 k) = 35 (mod 53). On sait que 229 = 35 (mod 53). 

Conclusion : l'ensemble des solutions du système est Sz = { 247 + 3763 k, k e Z }. 

Exercice 4 

1)» lim f(x) = +oo. 
X—^+oo 

f(x) Vex-1 .. leA 1 
hm —^-= hm  = hm J^r—==+oo. 

X—>+oo X X—>+oo X X—>+oo V x X 

(Cf) admet au voisinage de +oo, une branche parabolique de direction ^0, jj. 

,■ f(x) ,■ Vex-1 ) a) hm hm   
x->0+ x 

1 

x^O 

ex -1 ex -1 1 
= lim —7=.J = +<» car hm  = 1 et hm —^= = +oo. 

VX V X x-yO+ X x-yO+ Vx x^o 

f (x) f (x)-f (0) 
• lim —^ = lim —^—— = +oo donc f n'est pas dérivable à droite en 0 . 
x->o+ x x->o+ x-0 

La courbe (Cf) admet au point d'abscisse 0 une demi-tangente vertivale. 

b) Pour tout x e ]0,+oo[, f'(x) = 

2yfe*-1 

En effet:la fonction dérivée de u :x i-> ex -1 est la fonction u' : x i-+ ex et(VuV = -^. 
1 / 270 

( u est dérivable sur ]0,+oo[ et u(x) >0, Vx e ]0,+oo[) 

c) x + 00 

f(x) 

d) f (ln(2)) = 1 et la fonction f est strictement croissante sur [0,+oo[ : 

xe[0,ln2]<» f(x)<1 o Vë^^ + I oVë^^xVë^ï + lxVë^ï 

<»ex-1<v'ex-1 

( On sait que Vex -1 > 0 pour tout x >0). 

ex(ex-2) 
3) On vérifie que pour tout xlO,+oo [, f"(x) = —A A. 

4|V?r^l) 

X 0 In (2) + 00 

f'M 
D + 

f "(x) s'annule en ln(2) en changeant de signe donc le point B(ln(2),1) est un point 

d'inflexion de (Cf). 
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4) a) D'après 2) d): XG[0,ln2]oex-1<f(x). 

Par la suite : 

• si x g [0,In2] alors alors (Cf ) au-dessus de F. 

• si XG[ln(2),+œ[ alors (Cf) au-dessous de F. 

(Remarque :(Cf)n F = {B}) 

5) a) La fonction g est dérivable sur 0,^ 

Pourtout x 0,^ ,g'(x) = 1 + tan2(x) > 0 

donc g est strictement croissante sur 

Ainsi g réalise une bijection de 

De la continuité g sur 

0, 
n 

0,* 

sur g 0, 
n 

r\ 

Ly 

0,^ 

0,^ 

et des égalités g(0) = 0et lim g(x) = +oo. 

= [0, +oo [. 
Ly 

On déduit que g 

b) g"1 (0) = 0 et g"1 (1) = Car g(0) = 0 et gf ^ = 1. 

c) Pout tout X 

Soit x g [0,+oo[et y 

, g'(x) ^ 0 alors g"1 est dérivable sur g 

0. 
n 

'2 

0I 
= [0, +oo [. 

Vi_ ^ Ly 

. (g-1 (x) = y)<» (g(y) = x) o (tany = x ) .ainsi : 

pour tout x g [0,+oo[, 
g'(g 1 (x)) g'(y) l + (tany)2 1 + x 

2 ■ 

g 1(x) g l(x)-g '(0) / ■, 
d) lim ^ v J= lim ^ w ^ 

x->0 + x x->0 x - 0 
(9"1)'(0) = 1. 

6) a) f est continue sur [0,+oo[ donc F est la primitive de f sur[0,+oo[qui s'annule en 0. (F(0) = 0) 

ainsi pour tout x g [0,+oo [ F'(x) = f(x). 

• G(x) = 2( f(x) - (g"10f)(x) ). 

G est dérivable sur ]0,+oo[ et pour tout x g ]0,+oo[, 

G'(x) = 2 f'(x)-f'(x).(g-1)'(f(x)) =2f'(x) 

= 2f'(x) 1-- 

1 + (f(x)): 

= 2fl(x) 1-- 

1- 

1 

(s"1),(f(x)) 

1 + ex -1 
= 2- 

y y A 
ex -1 

>7? -1 

Vex-1 =f(x). 
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Donc F'(x) = G'(x) pour tout x g ]0,+oo[. 

b) Pour tout x g ]0, +oo[, F'(x) = G'(x), 

donc il existe k g M tel que ,pour tout x g ]0,+oo [, F(x) = G(x) + k . 

Les fonctions F et G sont continues en 0 et F(0) = G(0) alors k = 0. 

(En effet lim F(x)= lim G(x) + k c'est à dire F(0)=G(0) + k) 
x->0+ x->0+ 

Conclusion: pour tout x g [0,+oo [, F(x) = G(x). 

c) Pour tout x g [0,ln(2)], ex-1<f(x). 

A = lon<2>(f(t)_(el_1))dt = G<ln<2,) 

7)a)La fonction Gn est déhvable sur ]ln(n),+oo[ et pour tout x g ]ln(n),+oo[, 

et-t 
In (2) 

0 
2(1 - g"1 (1)) - (2 - ln(2) -1) .D'où A = 1 + In2 -—. 

G'n(x) = 2[(fn)'(x) MH.(g-'l) filM]] = 2(fn)'(x) 

v ^ yy 

1 -Vn 
1 

^ Vn y y 

= 2(fn)'(x) 1 - 
ex -n 

1 + 

= 2 
^ ex-n 

lyjex -n 

Vex-n =fn(x). 

n ; 

fx 

La fonction u : x fn (t)dt est déhvable sur[ln(n),+oo[ et u'(x) = fn(x). 
Jln(n) 

( Voir l'explication en 6)a)) 

Donc pour tout x g ]ln(n),+oo[, G'n(x)= u'(x) . 

Alors il existe k g M, tel que pour tout x g ]ln(n),+oo[,Gn (x) = u(x) + k . 

comme lim Gn(x)= lim F u(x) +kl, de plus Gn et u sont continues en ln(n), 
x^-lnn x^-lnn 

alors Gn(lnn)= u(lnn) + k et puisque Gn (ln(n)) = u(ln(n)) = 0 ontrouve k =0. 

f x 

Conclusion : Pour tout n > 2 et pour tout x g [ln(n),+oo[, Gn (x) = fn (t) dt. 
Jln(n) 

b) Soit n > 2 ; n > 1 alors -n < -1 d'où ex -n < ex -1. 

Comme n>2 et x>ln(n), ex -n >0et ex-1>0. 

D'où pour tout n > 2 et pour tout x> ln(n), Vex -n < >/ex -1. 

Or d'après 4)a), f (x) < ex-1 pour tout x g [ln(n),+oo[ , car (ln(n) > ln(2)). 

Donc fn (x) < ex-1 , pour tout n > 2 et pour tout x g [ln(n),+oo[. 
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fln(n+1)// y \ c) An = ex-1-fn 
Jln(n) vv ' 

-1 -fnfx) dx = 

ln(n+1) 

ex -x 

ln(n) 
■[Gn(x)] 

ln(n+1) 

ln(n) 

= ( n + 1-ln(n + 1)-n + ln(n) )-Gn(ln(n + 1)) 

= 1 + ln 
n + 1 

-2 
v JJ 

= 2 Vn g "1f—1 
IVnJ 

+ In 
n + 1 

-1. 

d) • lim In 
n->+co 

n x 

n + 1y 

n 
= 0 car lim — = 1et limln(x) = 0 

n—>+co n + 1 x^1 

• lim Vn g 1 [ 
n^+œ ^Vn 

A 9 
lim — 

y n->+co 

-1 I 1 

1 

1 
= 1 car lim —j= = 0 et lim 

n —^ +oo "sj n x —^ 0 x 
^w=1 d'après 5)d). 

D'où lim An = 2-1 = 1. 
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