CORRECTION DU SUTET DU BACCALAUREAT DE MATHEMATIOUES
TERMINALE D 2023 PREMIER GROUPE.

Exercice 1 :
1. Résolvons I'inéquation (I) : 1 —2vx+1> 0

1 x+1=0 x> -1
— — — - 2
1-2Vx+1>0=>-2vx+1> 1=>\/x+1<2<:>{x+1<(%) (:{x<i_1

@{ii%’s’l (:){;CE][::O"-'-_O%E e x€e[-1; +OO[ﬂ]—oo; —z[@xe [—1; —%[

Donc Sk = [—1; —%[.

2. Soit f la fonction définie par: f(x) = vx + 1 — x.

a)Utilisons la question 1. Pour étudier les variations de f.

Df={x€R/ x+1=0}Soitx+1=0,alorsx = —1,donc Dy = [—1; .

f est continue sur Dy et dérivable sur Ds\{—1} =} — 1; +oo[, et pour tout x > —1,0na:

f'(x) = 2\/% -1= 12ji+ Pour tout x > —1, 2v/x + 1 > 0, donc le signe de f' est celui du numérateur. Or

dapréesl.1—-2vx+1>0x € [—1; _Z[’
doncsi x € [—1; —%[,f’(x) > 0 etsinon, c’est-a-dire x € ]—% ;+oo[ car Dy = [=1;00[, f'(x) < 0.D’odl f est
strictement croissante sur [—1 ; z[ et strictement décroissante sur ]—% ; +oo[. De plus f’ (_ %) =0

b) Justifions que f realise une bijection de [— 2 +w[vers un intervalle ] que nous déterminerons

-PIUJ

; +00[

La fonction f est continue et strictement décroissante sur [ +00[ donc f réalise une bijection de [
5
4

Vers) = £ ([~2; +eol) = [ im_f@) s £(=3) [-omasf(-2)= [~2+142= \f+_—§ $io
Et hm f(x)— hm (\/x—-l-l—x)— lim ( x? (x+x—12)—x)= lim (x /%+x——x> car x est positif

X =+
puisque x — +oo. Donc hm f(x)— hm (VX+ —x)— lim (x /§+x—12—x>= lim x< i+xi2_1>

X — 400 X — +0o
Or lim < 1+i2—1>=\/0+0—1=—1,
X — 400 X X

o _ A 1.1 _4)\= 1) =—
ainsi_lim f(x) = xErEw(VX +1-x) xEIwa< /x +- 1) 400 x (=1) = —0
D'ouJ = ]—oo ;Z].
c) Etudions la dérivabilité de f~* et calculons (f~1)'(1).
Puisque f est dérivable sur ]— 3, +00[ et f(x) # 0 pourtoutx € ]—z ;+00[, alors f~1! est dérivable sur ]—oo ;2[
Calculons (f~1)'(1). On remarque f(0) = 1,donc (f~1)'(1) = o

’ IR —1\7 1
Orf(0)=2m—1=5—1=—E.Dou(f ) (1)=f,(0)=; —2.Par suite (f71)'(1) = —2.

—2x+1+V—-4x+5
> .

d) Calculons (f~1)’(x) et justifions que, pour tout x de J, f~1(x) =
soity € |2 -+ et € J-on 2] el que £0) = x

N - y+120 { y=-1
AlorsJy +1-y=x=y+1=y+x (:){y+1:(y+x)2® Y24 2yx+x2=y+1
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of y=—1 o y=-1 A=b? —dac = 2x — 1)? - 4(1)(x* — 1)
Y24+2yx+x?—y—1=0 "W +yQx-1D+x*-1=0

A=b?—4ac=2x—1)?2 —4(1)(x*>—-1) =4x*> —4x+1—4x%> + 4 = —4x + 5.Soit —4x + 5 = 0, alors —4x =
—5,doncx = z. Tableau de signe :

x|

e[y

; +0oo

zts| +

L —-b—VA  —2x+1—v—4x+5
Donc A= 0, ainsi x; = v 5
_ —b+VA _ —2x+1+V—4x+5

2a 2 ’

P o —2x+1—V—-4x+5 _ —2x+1+V—-4x+5
Ainsi f~1(x) = — _ ou 1) = -
5 _ —2Xx1+1-V—4x1+5 —2+1—/—445 -1-1 2

Pourx=1e]—oo;z[, 1) = = =

X2

2 2 2 2 4
ot f_l(l) _ —2><1+1+2\/—4><1+5 _ —2+1+ZV—4+5 _ —12+1 _ g —0e ]_% ;+OO[ ’
Voo e - V=2xF5  , s . _ —2x+y5—
d'ou f~(x) = M, c’est-a-dire que f~1(x) = Emia Sl

2
Exercice 2 :

1. a) Calculons les différentes modalités de Z.
Ona:pouri=1;23;4;5, z =,[y; doncz; =,/y; = V20.29 = 4,50444225 = 4,5;
z, =y, = V20,42 = 4,51884941 = 4,52 ; z3 = [y; =/37,57 = 6,12943717 = 6,13 ;

2y = \[ys = /45,75 = 6,76387463 = 6,76; z5 = \[ys = /58,94 = 7,67723909 =7,68
Ces résultats sont consignés dans le tableau ci-dessous.

Vitesse en Km/h 40 50 60 70 80
Distance de freinageenm |20,29| 20,42| 37,57 | 45,75| 58,94
Z (z) 45| 452| 6,13| 6,76| 7,68

b) construisons le nuage de points associés a la série double de variables X et Z.

<

“
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c) Déterminons le coefficient de corrélation linéaire entre X et Z puis interprétons les résultats.
Calculons la moyenne de la variable X :
300

F=—YLix; =< (40 +50 + 60 +70 +80) = 2= 60 = % = 60
Calculons la moyenne de la variable Z :
z:% flzl = (45+452+613+676+768) _29559_ 5918 = z = 5,918.
VX)) = ; noxl—x%= 5(402 + 502 + 602 + 70% + 802) — 602.
Calculons la variance de la variable X :
=>VX) = %(1600 + 25000 + 3600 + 4900 + 6400) — 602 =
Calculons la variance de la variable X :
V(Z) = —Zl 1zt —7% = —(4 52 + 4,522 + 6,13% + 6,76% + 7,68%) — 5,9182.
=>V(2) = 5(182’9373) — 35,022724 = 36,58746 — 35,022724 = 1,564736
=>V(Z) =1,564736
cov(X,Y) =% PiXiXZi—XXZ.
Donc cov(X,Y) = %(4,5 X 40 + 4,52 X 50 + 6,13 X 60 + 6,76 X 70 + 7,68 X 80) — 60 x 5,918
= cov(X,Y) = 372,28 — 355,08 = 17,2. Ainsi cov(X,Y) = 17,2
Calculons enfin le coefficient de corrélation r:

_cov(X;Z) 17,2 _ _
= Foove . Vaoxiseinae 0,97228349 > r = 0,97228349.

Interprétation :

Ona:r =0,97228349 donc 0,87 < r < 1 alors la corrélation linéaire entre la variable X et Z est forte. Ainsi les
droites d’ajustement sont peu distinctes et le nuage de points est susceptible d’un ajustement affine satisfaisant.
d) Déterminons une équation de la droite de régression de z en x

19000 _ 02 — 3800 — 3600 = 200 = V(X) = 200.

cov(X;Z)

La droite de régression de z en x a pour équation: z = ax + b avec: a = ; b=7—ax

V(X)
— V&2 _ 172 _ (086:: b = 7 — a¥ = 5,918 — 0,086 X 60 = 5,918 — 5,16 = 0,758.
V(X) 200

D’ou I'’équation de la droite de régression de z en x est z = 0.086x + 0.758

2.a) Déterminons une relation fonctionnelle unissant x et y.

pouri=1;23;4;5, z; =./y;,doncz = ﬁainsi y = z2.Or d’aprés 1. d) z = 0.086x + 0.758

donc z? = (0.086x + 0.758)%. d’ou y = (0.086x + 0.758)?

b) Déterminons une estimation de la distance de freinage nécessaire a un véhicule circulant a 120km/h.

D’aprés la question 2. a) y = (0.086x + 0.758)?, donc pour x = 120km/h,ona:

y = (0.086 x 120 + 0.758)% = 11,0782 = 122,722084 = 122,72m. ainsi une estimation de la distance de freinage
nécessaire a un véhicule circulanta 120km/h est de 122, 72m.

PROBLEME :
Partie A :

2
On considére les fonctions u et v définies par: u(x) = x — In(1 + x) et v(x) = x — x? —In(1 + x).

1.a) Etudions les variations des fonctions u et v et déterminons leur signe :

Fonction u : la fonction u est définie pour tout réel x tel que 1 + x > 0, c’est-a-dire x > —1, donc x € |—1, +oo[. Ainsi
D, =]—1,+oo[.

Déterminons les limites de la fonction u aux bornes de son domaine de définition :

D’autre part, sur D,;, u est continue et dérivable, car étant la somme des fonctions qui le sont, et pour tout réel x € D,,
ona:

ux)=1—-—= )
1+x 1+x 1+x 1+x

Détermination du signe de u'(x).

Soitu'(x) = O,alors%= 0=>x=0etl4+x#0.5itl+x=0,onax=-1

Alors on a le tableau de signe suivant en tenant compte du domaine de définition de u :

_14x-1  x X
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@ —oo 1] 0 —+oco

1+ ,4544/ + —+
I — 4 +
1—:|r—:.:' _'_/ _ ¢’ -+

Doncsix € |—1;0], u'(x) < 0 donc u est décroissante sur |—1 ;0] etsix € [0; +oo[,u'(x) = 0, donc u est
croissante sur [0 ; +oo[. u étant décroissante puis croissante sur [0; +oo], alors la fonction u admet un minimum en
0, donc pour tout x € D, u(x) = u(0) =0 —In(1+0) =In(1) =0 = u(x) = 0. D’ou u est positive sur D,,.

Fonction v : la fonction v est définie pour tout réel x tel que 1 + x > 0, c’est-a-dire x > —1, donc x € |—1, +oo[. Ainsi

D, =]-1,+o].
Sur D, v est continue et dérivable, car étant la somme des fonctions qui le sont, et pour tout réel x € D,,, ona:
1 1+x—x-x%2-1 —x2 —x2
vVx)=1l-x——=—"—"T""=—" s57'(x) = —.
1+x 1+x 1+x 1+x

Détermination du signe de v’ (x).
a2
Soit v'(x) =O,a|ors£=0=>—x2 =0etl+x#0=>—-xXx=0=>—-x=0o0ux=0etl+x+0

>x=0etl+x+#0.5itl4+x=0,onax=-1
Alors on a le tableau de signe suivant en tenant compte du domaine de définition de v :

T |—oo —1 0 +oo

—:1:2//// — lJ) —

Z

1+j% + +
= HE

Doncsix € |—1;0], v'(x) < 0 donc v est décroissante sur |—1 ;0] etsix € [0; +oo[,v'(x) < 0, donc v est
décroissante sur [0 ; +oo[. u étant décroissante puis croissante sur [0; +o[.Si—1 < x <0,
alors v(x) = v(0) car la fonction u est décroissante sur ]—1; 0],

doncv(x) = v(0) =0 — % —In(14+0) =0 = v(x) = 0, donc v est positive sur |—1; 0].

2
Aussi, si x = 0, alors v(x) < v(0) car la fonction v est décroissante sur [0; +oo[, alors v(x) < v(0) = 0 — r_

2
In(1+0)=0
= v(x) < 0, donc v est négatif sur [0 ; +oo[.

2
b) Déduisons-en que, pour tout x nombre réel telque x = 0: x — x? <In(l+x)<x (1)
D’aprés la question 1.a), u est positive sur [0 ; +oo[ et v est negative sur [0 ; +oo[, doncu(x) = 0et v(x) <0six >
2
0.Ainsionax —In(1+x) = 0= x =>In(1 + x) cest-a-direIn(1 + x) < x * Aussiv(x) <0>x — x? -

2 2
1n(1+x)£0:>x—x7sln(1+x) **.De*et**ona:x—%sln(1+x)Sx.

2
D’ou pour tout x nombre réel telque x > 0: x — x? <In(1+x) <x.
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2. Soit g la fonction definie sur [0 ; 4+oo[ par g(x) = In(1 + x) — %

a) Démontrons que g est dérivable sur son domaine de définition et calculons g'(x)

la fonction g est la somme de deux fonctions: x = (1 + x) etx - % qui sont toutes dérivables sur [0 ; +oo[, donc g
est derivable sur [0; +oo[ et pourtout x € [0; +oo,

A+x)"  @x)'x@+x)-+x)'x2x 1 (2(2+x)-1x2x\ _ 4+2x+x’—4-4x+2x _ x?
ona:g'(x) ==~ (2+7)2 = Tex ( (242)2 )_ Q02402 Q0240
Ly _ x?

Ainsi g'(x) = T

2
b) Pour tout nombre réel x, x = 0, minorons (1 + x) (2 + x)? puis déduisons-en que 0 < g'(x) < xT

Soitx > 0.Alors2+x>2+0=22+x>2=>2+x)2>2%car2+x>0et2>0,donc(2+x)?2>4 x
Aussix >0=>1+4+x>1 *+x.Dexet*x,ona(1+x)2+x)?>1x4dou (1+x)(2+x)?%>4.

Tea x P Coa s 2 1 1 2 21
Oorg'(x) = (1+x)(2+x)2 et d’apres ce qU| précéde (1+x)2+x)*=>4=> EIE <-=x EEIOE S xfXg
_xr o x x 2 _
Donc TESSTery S = g'(x) <X & Dautre part (1 +x)(2+x)? > 0et x2 > 0,carx = 0,donc g'(x) =
XZ 2
m_ 0=>9' (x) >0 **.De*et**,ondedultqueo <g'x) S:.
3
c¢) Déduisons-en que, pour tout x nombre réel telque x > 0:0 < g(x) < %
2
D’aprés 2.b) 0 < g'(t) < t—pour tout t > 0. Soit x = 0.
2
ona:0<g' (<t = [fodr< [Fg'@©de < f) —dt=>[0]0 <[g®)E < [m
=>O><x—0<g(x) g(0) —m‘m:(’ g(x) — g(0) <— or g(0) _1n(1+0)—&—1 (1)—0=0.
D'ou 0 < g(x) < E' pour tout x nombre réel x,x = 0 (2)
3 d laf def 0 FO =1
. I i - oo .
on considére la fonction f definie sur [ [ par: Flx) = 1n(x+1) six =0
a. Ftudions la continuité de f en 0.
hm fx) = l ln(x+1) = 1 d’aprés le cours, ainsi llm f(x) = f(0) = 1. D’ou f est continue en 0.
b CaIcqunsf (x) puis établissons que, pour tout nombre réelx,x >0,g(x) <In(x+1) — :
La fonction f est dérivable sur ]0 +00[ et pour toutreel x,x > 0,0na:
, _ ln'(x+1)><x—x'ln(x+1) Py 1 ln(x+1) _ _ In(x+1)
fe) = x2 x2 x(x+1) donc f () = x(x+1) x2
Etablissons que , pour tout nombre réel x, x > 0, g(x) < ln(x +1) - ?
Nous savons que g(x) =In(x + 1) — — anrs glx) — (ln(x +1)— —) In(x+1)———In(x+ 1) +—
2x x —2x2-2x+2x+x2 x?
=900) - (ln(x +1 - ?) Tox Ty GG = " Zmarn S ocarx =0, donc
gx) — (ln(x +1) - —) <0dou gx) <In(x+1)— ?
4. a) Déterminons la limite de f en +oco.
. T ln(x+1) . _ In(1+x)\ _ . In(1+x)x(1+x)
xl—l>n-|?oof(x)_xl—l>15-1 ( )—x1_1>1’_1'_100x><(1 x )_xEIEoo( xX(1+x) )
. T In(1+x) 1+x _ In(x) _
= xkrllwf(x) = x1—1>r-Il-loo (—1+x X ( " )) Or hm (1 +x) =+ etxl_l)quoo = 0, alors
lim M—0 De plus lim X~ lim £= lim 1=1.
x> +oo 14+x X -4 X X > 400X X — +co
, . In(1+x) 1+x\\ _ _ . _
Dou lim f(x)= lim_ (—m x (2 )) =0x1=0.Donc_lim_f(x) = 0.
. . . x=In(x+1)\ _ 1
b) En utilisant 2. b) Justlflons que llrr}) (x—z) =7 (3)
gx)=In(x+1) —— D'apres 2. b) Pour tout nombre réel x, x > 0,0 < g'(x) <z donc g est strictement
croissante, de plus g(O) =In(0+1) - ﬁ = 0, donc g est positif. Alors In(x + 1) — —x >0,
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x—In(x+1) 1 2x—2In(x+1)—x2 (2+x) In(x+1)—-2In(x+1)—x? xIn(x+1)—x2

donc2x < (2+x)In(x +1).0na:0 < —3 5= v < e, < sz
- a2
Ainsi 0 < x ln(;c+1) 1 < xln(x+i) X% _ ln(x+1) 1 O lim (1n(x+1) . 1) — lim (1 % In(x+1) . l) 1 x1—120 et
X 2 2x 2x x—>0 . 2 x -0 \2 X 2l 21 1
lim 0 = 0. D’ou, d’aprés le théoréme des gendarmes llm (L;CH) — l) = 0. Par suite lim (%) ==
x =0 o x 2 x -0 x 2

3
D’aprés (1), pour tout x nombre réel tel que x > 0: x — 7 <In(1+ x) < x, donc x? — x? <In(1+x)<x
c) Déduisons-en que f est derivable en 0 et calculons f'(0)

_ 1n(x+1)_1 B _ )
lim (f(X)xf(O)) = lim < X ) = lim (w) — lim — (M) — _% car d'aprés 4.b) lim (M) _1
X =

x =0 x -0 x x -0 x? x =0 x? x2 2

N ‘. 1
D’ou f est dérivableen O et f'(0) = — >
d) Donnons une équation de la tangente T a C; en O et précisons leur position.

L’équation de latangente T est: y = f'(0)(x — 0) + f(0) = —%x +1=>Ty= —%x + 1.
In(x+1
fl) -y =2E2
2
d’aprés (1) x — % < In(x + 1) pour tout x, x > 0,donc 1 — I« w, donc In(x+1)

C'est-a-dire f(x) —y = LICA2V N %x > 0. D’ou Cy est au-dessus de de T.
5. a) En utilisant la question 3.b, montrons que x2f'(x) + g(x) < 0, pour toutx > 0

—1+1x.
2
—1+%x>0.

D’aprés 3.b) f'(x) = m ln(;C—H)et pour tout nombre réel x, x > 0, g(x) < In(x + 1) — :
Donc x2f'(x) + g(x) = x (ﬁ— m(:—:l)) +g(x) =——-In(x + 1) + g(x). Comme (x) <In(x + 1) — ?

Alors x2f"(x) + g(x) = ﬁ —In(x+1)+g9(x) < m — ln(x +1D)+In(x+1)— m =0,doux?f'(x) +g(x) <0
b) Déduisons-en le signe de f'(x).

Puisque x2f'(x) + g(x) < 0, pour tout x > 0, en particulier pour x > 0, alors x2f'(x) < —g(x),

donc f'(x) < — g( ) < 0, car d’apres (2), 0< g(x) < , pour tout x nombre réel x, x = 0 montre bien que g(x) = 0.
Ainsi f'(x) <0 pour tout x = 0, car f'(0) # 0.

c) Dressons le tableau de variation de f puis, tragons la courbe de f.

D’apres les résultats précédents, f'(x) < 0, donc f est strictement décroissante sur [0 ; +oo],
de plus liT f(x) =0et f(0) = 1.D’ou le tableau de variation de f, ainsi que sa courbe :
X — 400

Tableau de variation :

xT 0 —+oc
fllx)] -
f l\

0

Courbe de la fonction f :
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Partie B

On considere la suite (u,,) definie par uy = a et u,;; = In(1 4+ u,) ou a est un réel donné strictement positif

1. a)justifions, que pour tout n entier naturel, u,, > 0 et que la suite (u,,) est décroissante
soit n un entier naturel . Sin = 0, ug = a > 0. Supposons que pour tout entier n, u,, > 0.
Par définition u,,; = In(1 + u,;,) et par hypothése de récurrence u, > 0,donc1+u, >1+0=>1+4u, > 1. Ainsi
In(14+u,)>Inl1=In(1+u,) > 0douu,;; =In(1+ u,) > 0. Par suite pour tout n entier naturel, u,, > 0.
De plus, d’apres (1) In(1 + x) < x pour tout x, x = 0, donc In(1 + u,,) < u, = Uy = In(1 + u,) < u,. Ainsi
U1 < U, d’ou la suite (u,) est décroissante.
b) déduisons que la suite (u, ) est convergente et montrons que sa limite est nulle.
D’apres la question 1.a) la suite (u,) est décroissante et pour tout n, u,, > 0, c’est-a-dire que la suite (u,) est
minorée, donc la suite (u,,) est une suite minorée et décroissante, elle est par conséquent convergente.

Etant donné que la suite (u,,) est convergente et que Uy, 4; = In(1 + uy,),

sa limite est solution de I'équation x = In(1 + x) = @ = 1= f(x) = 1, donc la limite est solution de I'équation

f(x) = 1.0r f est strictement décroissante sur |0 ; +oo[ et y est continue, et en 0 aussi, par conséquent I'équation
f(x) = 1 n"admet qu’'une seule solution, de plus on remarque que f(0) = 1. D’ou la limite de la suite (u,,) est nulle.
2. Encadrement de u,.

. 1
On prend a = 1 et on pose pour tout entier naturel v,, = o

n
a) Exprimonsv,,; — v, en fonction de u,, et déduisons a I'aide de (3) la limite de v,,; — v,

1 1 1 LI b =1 1
n+l T In(1+uy)  un

Un+1 —VUn =

Un+1 Un B In(1+uy) Un
1 1 up—In(1+uy)

Comme v -y = —— = .
n+l n In(1+u,) up  upXIn(l4uy)

2
D’aprés (1), pour tout x nombre réel telque x > 0: x — x? <In(l1+x)<x,
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2 3
donc pour tout entier naturel n tel quen > 0: u, — uz—" <In(1+u,) <u, >u- u;” <u,In(1+u,) <u?

— 1
Ainsi — < <
un = upIn(i+uy)

—, puis en multipliant cette inégalité par u, — In(1 + u,) qui est positif, on obtient :
_n
up—In(1+uy,) up—In(1+uy,) Up— ln(1+un)

u? = upIn(4uy)

, x—In(x+1) 1 Up—In(l+upn) \ _ 1
] . Or d’apres (3), hm (—x ) = -, donc nl—l>r-|I:100 (—u% ) =3
no2

. Up—In(1+u . 1 Up—In(1+u 1 1 ., . , R PN

et lim gﬂ = lim ( T X == (2 n) ) =1X=== Dou, d’aprés le théoréme de gendarmes
n —-+oo u_%l Un 1—7 Uun 2 2

lim (un—ln(1+un)

1, < . 1
==, cC'est-a-dire lim (v —-v,) ==
up In(1+uy,) ) 2’ n—>+oo( n+l n) 2

n —-+o

. T ye 4 ez , 1,1 1 _ (2+x)gx)
b) (i) montrons a I'aide de I'inégalité (2), que pour tout nombre réel x, x > 0, 5 + x TG D — 2xinGetn)
(2+x)g(x) (2+x)

etque 2xln(x+1) —  4x2 g(x).
1+1 1 _xhnx+D+2In(x+1)-2x  Q2+x)In(x+1)—2x (2+x)(ln(x+1) 2+x)
2 x In(x+1) 2xIn(x + 1) - 2xIn(x + 1) - 2xIn(x + 1)

D i + i__ 1 (2+")(1“("+1)‘m) (2+x)g(x) 1 _ (2+x)g(x)

onc x  In(x+1) 2xIn(x+1) T 2xIn(x+1)

oul 4l
D'ou 2 + x In(x+1) 2xIn(x+1)
x>0, 2H)gx) < (2+x)*

Montrons maintenant que pour tout x nombre réel tel que x oD = ax? gx).

D’aprés (2) 0 < g(x) < , ce qui signifie que g(x) = 0 pour tout x = 0. Alors —g(x) < 0, c’est-a-dire que
—In(x+1) + m <0, smtm —In(1 + x) < 0, en multipliant cette inégalité par (2 + x)? qui est positif, donc

I'inégalité ne change pas de signe, on obtient : (2 + x)? (Z—x —In(1 + x)) < 0, puis en divisant par 4x? In(x + 1) qui
(2+x)2 (—-1n(1+x))
4x21In(x+1)

— 2 2
2x(2+x)—(2+x)“ In(1+x) <0, ainsi 2x(2+x)  (2+x)*In(1+x)

4x2 In(x+1) 4x2In(x+1) 4x2In(x+1)
24x (2+x)? . 2+x (2+x)?
2xln (14x) 4x2 < 0, puis 2xln (1+x) —  4x2
(2+x)g(x) < (2+x)?
2xin (1+x) —  4x2

est positif car x > 0, on obtient de nouveau : < 0, donc en développant le numérateur, on obtient

< 0, ensuite en simplifiant les facteurs communs on obtient :

, et enfin en multipliant cette derniére inégalité par g(x) qui est positif,

on obtient g(x). D’ou le résultat.

(ii) Montrons que , pour tout réel x de ]0; 1], I 3x<ct

1
x < —i<2
16 In(x+1) x 2

2
Nous savons que d’apres (1) pour tout x nombre réel tel que x > 0 : x — x— <In(1+x)<x,

, R . l l_ 1 (2+x)g(x)
d’aprés 2. b) (i), on a: ~+= D = Zximtern 2 >0,orgx)>20,In(x+1)>0carx+1>1,

1 1 1 1 1 1 1 1
42 >_= 1< s
donc 2 + x  In(x+1) — x In(x+1) — 2’ ainsi : In(x+1) x — 2
1 1 _ (2+x)g(x) < (2+x)?

x In(x+1) - 2xIn(x+1) — 4x2

D’autre part, d’apres Partie B, 2. b) (i) l +

g(x), inégalité qui reste valable sur ]0; 1]

l 11 (2+x) _3
Donc —+ x Gt D <— x g(x).Ord’apres (2), 0 < g(x) <=, pour tout x nombre réel x,x = 0.
(2

2+ 3 2+
g<)<(4’?x12 e g < &
Etant donne quex € ]0;1] et que la fonctlon x P (2 + x)2 est croissante sur ]0; 1], alors 2 +x)2 < (2 + 1)? = 9.

(+x) (2+x)? (2+x)? 3 .oo1 1 1 (2+x)? 3
()< T —Ex=>4—z () < ggx Ainst o+ S — oD S T I S

1 1 3 1 N .. . 2 oz
Ce qui donnera 2— + - — < —x — =, d’ou en multipliant par —1 cette inégalité, on

2
Ainsi ——— (2+x)

Donc ———

x donc - —
x  In(x+1) — x In(x+1) — 16 2
. 1 3 1 1
obtient: = — —x < — = ok,
2 16 In(x+1) x

. 1
De * et **, on conclut que pour tout réel x de ]0; 1], - —

16 In(x+1)
. 1
(iiif) Prouvons que , pour tout entier naturel n, o= nS<VUps1—Vp =

1 1
--<-
X 2

(=

2
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. . , 1 3 1 1 _1 1 3 1 _1
D’aprés 2. b) (ii), on a: pour tout réel xde]0;1],-——x < ———--<-,donc-——u, < ———<-
2 16 In(x+1) x 2 2 16 In(up+1) un 2
. 1 1 . . 1 3 1
Ord’apres 2.a) v — v, = ——— — —, d’ol pour tout entier natureln, - ——u, < v -V - (4
p ) n+1 n In(1+uy) uy Y 7o 16 n — Yn+l n =, ( )
1
Montrons a présent que pour tout entier naturel n, - < vn+1 —Un S
3 1
Montrons par récurrence que pour tout entier naturel n E ~ T Un = T
1 3 1 3 8-3 5 4 1 1 3 1
Pourn=0,ug=a=1et ———yy=-——=—=—2>—=> et ~——uy=-
2 16 2 16 16 16 ~16 4 2 16 4
Soit n = 0. Supposons que pour tout entier naturel n, 2 " e Un 2 = (HR).

1 3 1 3 . . 2
ST e Une1 =5~ Eln(un + 1), or d’apreés (1), pour tout x nombre réeltelquex > 0:x — x? <In(1+x)<x, en

particulier In(1 + x) < x, doncIn(1 + u,,) < u,,, alors —In(1 + u,) = —u,, donc: —%ln(l +u,) = —%un

1 3 1 3 1 3
~—=—In(1+u,) =-——uy. Ainsic——uy ==-—
16 ( ”)_2 16 1 2 16 M+l

3 1 3 . .
—_ > - —
5 5 161n(un +1) = >~ 1¢ Un- Or par hypothéese de récurrence

1 3 1 1 3 3 1 3 1 13 1
-——u, =-,donc-——u =———1nu +1 =>-——u, =-,cequiveutdire-——u = -
2 16 " 4’1 j2 16 1”+1 2 (uy, 3) 2 16 " T4 1q 2 16 M1 =y
En conclusion ST e 2 . Nous savons que > T TeUn < Vpyq —Vp < ~ etavec la derniére inégalité on obtient ce qui

L1 _1 3 1
swt:ZSE—EunSvn“—vn_z,d’ou ngnu—vngg (5)

3. a) En effectuant la somme des inégalités (5) encadrons v,, — vy :
1 1 <
Nous savons que " S Vpy1 —Up < 3 (5), c’est-a-dire :

1< <1
4=V =5
1< <1
g=V27 "1 =75
1 1
ZSU3_UZ SE
1 1
stn—z_vn—3 SE
1 1
stn —Up SE
1 1
ZSvn—vn_lﬁz

En Faisant la somme de tous ces inégalités, on obtient :
1 1 1
statat ot it S — VAV VU H V3=Vt U3~ Vn2 F VUn2 —Vnog U —

nfois

Vpo1 < + + + - + + . Dans la somme du membre du milieu, tous les termes vont se simplifier et il ne restera

nfms
que v, et v, et le résultat associé est —vy + v,,.

1 1 N
Donc N <v,—1Vy < S D’ou I'encadrement

4
b) Déduisons que, pour tout entier naturel n—=<u, <—.
+2

4+4n
. . 1 1
Par définition v, = u—, donc u, = v—. Or d’apreés Partie B, 3. a), pour tout entier naturel n, e <v,—vy < SN
n n

1 1 1 1 n n n+4 n+2 4 1 2 ..
v0=—=—=1 = —nSvn—ls—n=> —+1SvnS—+1=> —< v, £—,donc— = — = —, ainsi

uy 1 4 2 n+4 v, T n+2

4 4

— 21U, > ——, d’ol pour tout entier naturel n, < U, < —.
n+4 44n

c) Retrouvons Ia limite de la suite (u,).
. . . 2 4 . 2 . 4
D’apres Partie B, 3. b), pour tout entier naturel n,—— <u, <—.0r lim —=0et lim —=0.
+2 44+n n—- +ocon+2 n-+ocont+4d
Par conséquent, d’aprées le théoreme des gendarmes lim u, =0.

n- +oo
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