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Ejyal El Mustaghbal          Classes 7 eC – 2023/2024 

4ème évaluation (Mai 2024) 

Mathématiques 

Exercice  1____________________________________________________________ 
Les questions 1, 2, 3, 4 et 5 sont indépendantes les unes des autres. 

1. Soit 𝐱 et 𝐲 deux entiers naturels tels que : 𝐱 ≡ 𝟐  [𝟓]  et  𝐲 ≡ 𝟑  [𝟓]. 
Déterminer le reste de la division euclidienne par 𝟓 de chacun des nombres suivants : 

𝐀 = 𝐱𝟐 + 𝟑𝐲     ;             𝐁 = 𝟐𝐱𝟑 − 𝐲𝟐    ;           𝐂 = 𝟑𝐱𝟐 − 𝟐𝐲𝟑 
2. Résoudre dans ℤ𝟐 chacune des équations diophantiennes : 

①   𝟐𝟓𝟑𝒙 − 𝟏𝟔𝟓𝒚 = 𝟐𝟐    ;          ②   𝟐𝟎𝒙 + 𝟖𝒚 = 𝟕 

3. Soit 𝐍 un entier naturel tel qu’il existe un couple d’entiers naturels (𝐚 ;  𝐛) vérifiant 𝐍 = 𝟗𝐚 + 𝟏 
et 𝐍 = 𝟓𝐛 + 𝟐. Déterminer le reste de la division euclidienne de 𝐍 par 𝟒𝟓. 

4. Déterminer tous les couples (𝐱 ;  𝐲) d’entiers naturels tels que : 

൜
𝐱𝟐 + 𝐲𝟐 = 𝟖 𝟖𝟖𝟒

𝐏𝐏𝐂𝐌(𝐱;  𝐲) = 𝟏𝟐𝟔𝟎
  

5. Déterminer tous les entiers naturels 𝐱 tels que :  𝐱𝟏𝟗 + 𝟑𝐱 ≡ 𝟐  [𝟕]. 
 

Exercice  2____________________________________________________________ 
Pour tout nombre complexe 𝐳, on pose 𝐏(𝐳) = 𝐳𝟑 + (𝟏 − 𝟐𝐢)𝐞𝟐 − (𝟓 + 𝟑𝐢)𝐳 + 𝟒 − 𝟖𝐢. 
1. Calculer 𝐏(𝐢) puis résoudre dans ℂ l’équation 𝐏(𝐳) = 𝟎. 
2. Dans le plan complexe (𝐎; 𝐮ሬሬ⃗ , 𝐯ሬ⃗ ), on note 𝐀, 𝐁 et 𝐂 les images des solutions de l’équation 

𝐏(𝐳) = 𝟎 avec |𝐳𝐀| < |𝐳𝐁| < |𝐳𝐂|. 
a. Placer les points 𝐀, 𝐁 et 𝐂 puis déterminer la nature du triangle 𝐀𝐁𝐂. 
b. Déterminer l’affixe 𝐳𝐆 du barycentre 𝐆 du système {(𝐀; 𝟗), (𝐁; −𝟐), (𝐂; 𝟔)} puis placer 𝐆. 
c. Déterminer et construire l’ensemble 𝓔 des points 𝐌 du plan tels que : 

𝟗𝐌𝐀𝟐 − 𝟐𝐌𝐁𝟐 + 𝟔𝐌𝐂𝟐 = 𝟏𝟗𝟓. 
d. Déterminer et construire l’ensemble 𝓕 des points 𝐌 du plan tels que : 

𝟑𝐌𝐀𝟐 − 𝟓𝐌𝐁𝟐 + 𝟐𝐌𝐂𝟐 = 𝟔𝟓. 
e. Préciser la position relative des deux ensembles 𝓔 et  𝓕. 

3. Soit 𝐟 la transformation plane d’écriture complexe 𝐳′ = 𝐦𝐳 + (𝟐 − 𝟐𝐦)𝐢, où 𝐦 ∈ ℤ. 
a. Résoudre l’équation 𝐳′ = 𝐳 (on discutera suivant les valeurs du paramètre 𝐦). 
b. Déterminer la valeur de 𝐦 pour laquelle 𝐟(𝐁) = 𝐀, puis caractériser 𝐟 dans ce cas. 

 

Exercice  3____________________________________________________________ 
1. Soit la fonction 𝐠 définie sur ]𝟎, +∞[ par : 𝐠(𝐱) = 𝐱(𝟏 + 𝐥𝐧 𝐱) − 𝟐 𝐥𝐧 𝐱. 

a. Calculer 𝐠′(𝐱). 
b. Montrer que 𝐠′(𝐱) > 0 pour 𝐱 > 1 et 𝐠′(𝐱) < 𝟎 pour 0 < 𝐱 < 1. 
c. Dresser le tableau de variation de 𝐠. En déduire que pour tout 𝐱 > 0, on a 𝐠(𝐱) ≥ 𝟏. 

2. Soit la fonction 𝐟 définie sur ]𝟎, +∞[ par : 𝐟(𝐱) = 𝟏 + 𝐱 𝐥𝐧 𝐱 − (𝐥𝐧 𝐱)𝟐 et (𝓒) sa courbe dans un 
repère orthonormé (𝐎; ଍⃗, ଎⃗) d’unité 𝟐 cm. 
a. Calculer les limites de 𝐟 aux bornes de ]𝟎, +∞[. 
b. Montrer que 𝐟′(𝐱) = 𝐠(𝐱) 𝐱⁄  et dresser le tableau de variation de 𝐟. 
c. Montrer que l’équation 𝐟(𝐱) = 𝟎 admet une seule solution 𝛃 ∈ ]𝟎, +∞[. On admet 𝟎 < 𝛃 < 𝟏 𝟐⁄ . 
d. Écrire l’équation de la tangente 𝐓 à (𝓒) en son point d’abscisse 𝐱𝟎 = 𝟏. 
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e. Déterminer les points de (𝓒) en lesquels la tangente est parallèle à la droite (𝐃) :  𝐲 = 𝐱. 
3. a. Dresser le tableau de variation de la fonction 𝐡 définie par : 𝐡(𝐱) = 𝐱 − 𝟏 − 𝐥𝐧 𝐱. 

    En déduire le signe de 𝐡(𝐱). 
b. Montrer que 𝐟(𝐱) − 𝐱 = (𝐥𝐧 𝐱 − 𝟏)𝐡(𝐱) puis préciser les positions relatives de (𝓒) et 𝐓. 

4. a. Calculer 𝐥𝐢𝐦𝐱→ା∞[𝐟(𝐱) 𝐱⁄ ] et en donner une interprétation graphique. 
b. Tracer (𝓒) et 𝐓. 

5. a. En utilisant une intégration par parties, calculer les intégrales : 

𝐈𝟏 = න 𝐱 𝐥𝐧 𝐱 𝐝𝐱
𝐞

𝟏

      et        𝐈𝟐 = න (𝐥𝐧 𝐱)𝟐𝐝𝐱
𝐞

𝟏

 

b. En déduire, en cm2, l’aire du domaine plan limité par la courbe (𝓒), la droite (𝐃) et les 
    droites d’équations 𝐱 = 𝟏, 𝐱 = 𝐞.  

 

Exercice  4____________________________________________________________ 
On considère la fonction 𝐟 définie sur ℝ par 𝐟(𝐱) = (𝟐 − 𝐱)𝐞𝐱 et on note (𝓒) sa courbe 
représentative dans un repère orthonormé (𝐎, ଍⃗, ଎⃗). 

1. a.   Justifier et interpréter graphiquement les limites suivantes : 

𝐥𝐢𝐦
𝐱→ିஶ

𝐟(𝐱) = 𝟎  ;                𝐥𝐢𝐦
𝐱→ାஶ

𝐟(𝐱) = −∞  ;                𝐥𝐢𝐦
𝐱→ାஶ

𝐟(𝐱)

𝐱
= −∞ . 

    b.   Dresser le tableau de variation de 𝐟. 
a. Établir l’équation réduite de la tangente à (𝓒) en son point 𝐀 d’abscisse 𝟎. Vérifier que 𝐀 

est un point d’inflexion pour la courbe (𝓒). 
b. Tracer la courbe (𝓒). 
c. Vérifier que la fonction 𝐟 est solution de l’équation différentielle 𝐲 = 𝟐𝐲′ − 𝐲′′, puis calculer 

l’aire du domaine plan délimité par (𝓒), l’axe des abscisses et la droite d’équation 𝐱 = 𝟐. 
2. On définit la suite numérique (𝐔𝐧) par : 

∀𝐧 ∈ ℕ,   𝐔𝐧 =
𝟐𝐧

𝐧!
 

a. Montrer que : 

∀𝐧 ≥ 𝟐, 𝟎 ≤  
𝐔𝐧ା𝟏

𝐔𝐧

≤
𝟐

𝟑
 

b. En déduire que : 

∀𝐧 ≥ 𝟐, 𝟎 ≤  𝐔𝐧 ≤ 𝟐 ൬
𝟐

𝟑
൰

𝐧ି𝟐

 

Donner la limite de 𝐔𝐧 lorsque 𝐧 tend vers +∞. 
3. Pour tout entier naturel 𝐧 ≥ 𝟏, on pose : 

𝐈𝐧 =
𝟏

𝐧!
න (𝟐 − 𝐱)𝐧𝐞𝐱

𝟐

𝟎

𝐝𝐱  ;          𝐒𝐧 = ෍ 𝐔𝐤

𝐧

𝐤ୀ𝟎

= 𝟏 + 𝟐 +
𝟐𝟐

𝟐!
+

𝟐𝟑

𝟑!
+ ⋯ +

𝟐𝐧

𝐧!
 

a. Justifier que 𝐈𝟏 = 𝐞𝟐 − 𝟑 et en donner une interprétation géométrique. 
b. Montrer que : ∀𝐧 ≥ 𝟏, 𝟎 ≤  𝐈𝐧 ≤ (𝐞𝟐 − 𝟏)𝐔𝐧, puis donner la limite de 𝐈𝐧 quand 𝐧 tend vers +∞. 
c. En utilisant une intégration par parties, montrer que 𝐈𝐧ା𝟏 = 𝐈𝐧 − 𝐔𝐧ା𝟏 . 
d. Démontrer par récurrence que pour tout entier 𝐧 ≥ 𝟏,  𝐞𝟐 = 𝐒𝐧 + 𝐈𝐧, puis en déduire la 

limite de 𝐒𝐧 lorsque 𝐧 tend vers +∞. 
 

 

Bonne chance 


