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Avant - propos 
Chers collègues professeurs. 

Chers élèves. 
Dans le cadre de ses efforts permanents d'innovation d'adaptation et d'amélioration des supports 
didactiques et eu égard à l'importance accordée à l'enseignement des disciplines scientifique dans 
les nouvelles orientations du système éducatif national, l'IPN met à la disposition des candidats 

du Baccalauréat des séries C etTMGM les annales du Baccalauréat national en Mathématiques. 
Ils trouveront tous les corrigés des sujets du Baccalauréat National, tant à la session normale 
qu'à la session complémentaire durant la période 2000 - 2012. 
Les énoncés sont annexés dans leur intégralité tels qu'ils ont été donnés le jour de l'examen. 

La publication du présent document répond à des impératifs liés à la formation et à 
l'encadrement des futures générations et aux besoins observés en matière d'édition des annales 
depuis deux décennies. 

En outre, le rôle du professeur, reste incontournable pour une meilleure utilisation des annales 
tout en mettant en œuvre le contenu, la démarche et la mise à l'exercice véhiculer à travers ce 
document. 

Nous sommes convaincus que les efforts qui seront fournis en harmonie et en complémentarité 
entre les différents acteurs concernés par l'utilisation de ces annales vont contribuer à la réussite 
et à l'atteinte des objectifs attendus, en particulier la vulgarisation des expériences et la diffusion 
du savoir et du savoir-faire du Baccalauréat. 

Chers élèves, 

La difficulté principale et la question centrale qui se pose pour un candidat au Baccalauréat c'est 
comment traiter un sujet de mathématique au baccalauréat : 
Voici quelques pistes pour vous aider à surmonter cette difficulté et à répondre à cette question : 
• Lisez attentivement l'énoncé jusqu'à à la fin. 

En effet, les questions sont rarement indépendantes et il peut arriver que l'une d'entre elles 

donne une indication précieuse quant à la résolution des questions précédentes. 
• Avant de vous lancez dans les calculs, recensez les savoir et savoir-faire auxquels chaque 

question peut faire appel et prenez le temps de réfléchir pour essayer de trouver l'outil de 
démonstration le mieux approprié. 

• Cherchez d'abord les questions au brouillon ; si vous terminez l'exercice, recopier-le ; si vous 
n'arrivez pas à résoudre une question, commencer à recopier en mettant au propre ; en 
faisant ressortir les résultats obtenus, cela vous aidera à trouver la suite. 

• Si vous n'arrivez pas à démontrer un résultat donné dans l'énoncé laissez un blanc dans votre 
copie et continuer l'exercice ou le problème en utilisant le résultat donné. 

• N'oublier pas de justifier vos réponses ; mais une justification doit-être claire et concise. 
• Soignez la présentation de votre copie, respecter les notations du texte. 
• Si vous devez faire un graphique respectez les unités si elles sont indiquées dans l'énoncé, 

sinon pensez à bien les choisir. 
• Veillez à gérer au mieux le temps imparti. 

Enfin, En souhaitant que cet outil soit un auxiliaire utile pour les Professeurs de cette discipline et 
aux élèves des classes de 7ème C et 3TMGM, la section des mathématiques de l'IPN reste 

disposée à accueillir toutes remarques ou suggestions de nature à améliorer les prochaines 
éditions de cet outil. 

Les auteurs 
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Direction des Examens et de l'Evaluation 
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Session Normalé'- 

Séries : C & TMGM 
Epreuve: Mathématiques 

Durée: 4 heures 
Coefficients: 9 & 6 

Exercice 1 (3 points) 
Soit la fonction f définie sur R par f(x) = e" Inte1 +1), Soit (C) la courbe représentative 

de f dans un repère orthonormé (0;i,j). 

1. Justifier et interpréter graphiquement les limites suivantes : 
f(x) 

limf(x) = 0, lim f(x) =-H» et lim 
X-»+oci X->+a5 ^ 

= H-oo , 

2.a) Dresser le tableau de variation de f . 
b) Montrer que f réalise une bijection de R sur un intervalle J que l'on déterminera. 
c) Tracer la courbe (C). 

3. On pose l j| f(x)dx. On se propose de calculer I par deux méthodes. 

Méthode a : Déterminer trois réels a, b et c tels que pour tout réel x : 

ce"" 
f '(x) = f(x) + ae" + b + 

1 + e " 
■. En déduire I. 

Méthode b : En posant t = e1 +1, utiliser une intégration par parties pour calculer I. 

Exercice 2 (3 points) 

L'espace est rapporté à un repère orthonormal (0;i, j,k). On considère les points A(2;l;3), 

B(3;2;l) . C(4;l;4), D(5;3;-2)et E(6;-2;-4). 

La) Calculer AB , ÂC,DE. Vérifier que le vecteur DE est normal au plan (ABC) 

b) Déterminer une équation cartésienne du plan (ABC). 

c) Déterminer une représentation paramétrique de la droite (DE). 

d) Déterminer les coordonnées du point F projeté orthogonal de Dsur le plan (ABC). 

Déterminer un réel k tel que EF = kDF 

2.a) Calculer le volume V du tétraèdre ABCD . (On rappelle que V = ^Bascx Hauteur). 

b) Déterminer les deux ensembles F, et F, des points M de t'espace définis par : 

MeE,-» 11MD2 -ME2 = -30 

(0,75 pt) 

(0,75 pt) 
(0,25 pt) 
(0,25 pt) 

(0,5 pt) 

(0,5 pt) 

d pt) 
(0, 25 pt) 

(0, 5 pt) 

(0,5 pt) 

(0,25 pt) 

(0,25 pt) 

M e Fj » MD2 - ME = -36 . (0,25 pt) 

Exercice 3 (4 points) 

Le plan complexe est muni d'un repère orthonormé (0;u, v). 

Dans C , on considère l'équation ED : z2-(6cos0)z+ 4 + 5cos2 0 = 0, 0e[O,27:[. 

La) Résoudre, dans C, l'équation E0 . On note z, 

Imfz,} > 0 si 9 e [0,Tt[ 

c2 les solutions de E0 avec 

dpt) 
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b) Préciser les valeurs de 9 et les solutions de E0 dans les cas suivants : 

- L'équation Ee admet des solutions doubles. Dans ce cas on note A, et Aj les 

points d'alïixes respectives z,, Zj avec Refz,) > 0 , 

- 1/équation E9 admet deux solutions imaginaires pures. Dans ce cas on note B, 

et Bj les points d'affïxes respectives z,, Zj avec lii^z,)^©. 

2. Dans le cas général on note IV11 et M2 les points d'affïxes respectives z,, z2 . 

a) Déterminer le lieu géométrique F des points Ml et M2 lorsque 0 décrit 6 e [0,27t[, 

b) Préciser la nature et les éléments caractéristiques de fensemble F et le construire. 
3, On définit l'application f qui à tout point M d'affïxe z associe le point M' d'affixe 

z' , barycentre du système 

a) Ecrire /'en fonction de z puis reconnaître f et donner ses éléments caractéristiques. 

b) Donner une équation cartésienne de F' - f (r) . Donner les éléments caractéristiques 

de F' dans (0;u,v). 

Exercice 4 (4 points) 
On se propose dans cet exercice de calculer la limite de la suite numérique de terme 

r Vn! » 
général U „ - —-, n S; z, 

n 

On considère la fonction f définie sur ]0,+qo[ par f(x) = x-lnx , 

1. Dresser le tableau de variation de f . 

2. Soit X e K' ; on pose I(A,) = f(x)dx , 

a) En utilisant une intégration par parties, calculer £ In xdx. 

b) En déduire le calcul de I(À) puis lim I(^). 

1 
3. Soit n g N, n>2 ; keN tel que 1 < k < n on pose : S,, = —) • 

n 

a) Monlr rer que : T" f(t)dt<-f{—) ; pour l<k<n-l. 
n n J n n n 

b) En déduire que : S, - — f(—)<!(—)< puisque; !(—)< Sn <!(—) + —f(—). 
n n n n n n n 

3 
c) En utilisant 3.b) montrer que Hm Sn = —. 

VL, fk} , n(n + l) 
4.a) Montrer que : ^In — = In — et que = r— • 

k=i Vn/ \n / ii=i ^ 

b) En déduire que : Sn = In Un . 
2n 

c) Déduire de ce qui précède lim Dn. 

(0,25 pt) 

(0,5 pt) 

(0,25 pt) 

(0,5 pt) 

(0,25 pt) 

(0,25 pt) 
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Exercice 5 (6 points) 
Dans le plan orienté on considère un triangle équilatéral direct ABC de coté a ,(a > 0), de 

centre G. Soient I, Jet K les milieux respectifs des segments[BC] , [CA] et[AB] . Le 

point E est le symétrique de K par rapport à 1. 
1. Faire une ligure illustrant les données précédentes que l'on complétera au fur et à 
mesure. 
2.a) Montrer qu'il existe une unique rotation r, qui transforme B enl et J en A . 

b) Déterminer les éléments caractéristiques de r,. 

3. Soit t la translation de vecteur AJ. On pose : r, - t o rt et f = SjC o sJE « sKE. 

a) Déterminer r,(.l ) et caractériser r2. 

b) Déterminer deux droites Al et Aj telles que r( = sK(:. et r2 = sJ( . En déduire 

que f- t A| =sK( 

c) Déterminer l'image du triangle BIKpar f , Justifier que f est une symétrie glissante et 
donner sa forme réduite. 
4.a) Montrer qu'il existe une unique similitude directe s qui transforme E enï etCenG. 

b) Déterminer un angle et le rapport de s . 
c) Montrer que le centre de s est situé sur les cercles circonscrits aux triangles BCG et 

BEI. Préciser ce centre. 
5. Dans celte question, M est un point variable du cercle F de diamètre [BC]. 

On note s(M) = M '. 
a) Déterminer le lieu géométrique F' du point M' lorsque M décrit F, 
b) Monlrer que pour tout point M de F distinct de B , la droite (MM') passe par le 

point K. 
c) En déduire un programme de construction de M ' à partir d'une position de M sur F. 

Placer M et M1 en supposant que les points B, M et C se succèdent dans le sens 
trigonométrique surF. 
6) Pour tout entier naturel n > 2, on pose : s1 = s o s et s" = s o sn_1. On définit une suite de 
points (Mu) par M,, = E ; M, =s(M0)et Mn =sn(M0). 

a) Sur une nouvelle Figure, placer les points B^^M, (Pour la construction, 

on pourra prendre la droite (BE) verticalement avec BE = 6cm ). 

b) Calculer en fonction de n et a la somme ; Sn = M^M, +M]M2 H 1 M11Mn+l. 

c) Calculer la limite ''n^Sn et F interpréter. 

d) Justifier que : 
n— 

M. (BM4) et Mi0IJE(BG). 

Fin. 
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Direction des Kvamens et de l'Evaluation 

Service des Examens 

Exercice 1 (4 points) 
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Séries : C & TMGM 
Epreuve: Mathématiques 

Durée: 4 heures 
Coefficients: 9 & 6 

Le plan complexe est muni d'un repère orthonormé (0;u,v) . 

1. Pour tout nombre complexe z , on pose : P(/) = — (4 ~ 2i)zI + (4 — 6i)z — 4 + 8i. 

a) Calculer P(-2i)et déterminer les nombres a et btels que pour tout z de C : 

P(z) = (z + 2i)(z2 + az + b) 

b) Résoudre, dans l'ensemble des nombres complexes, réquationP(z) = 0. 

2. Soient A , B et C les images des solutions de l'équation P(z) = 0 avec|zAj < |zB| < |zc|. 

a) Placer les points A, B et C. 

b) Calculer l'aftixe du point G barycentre du système {(0;3),(A;-4),(B;1),(C;2)} . Vérifier que A 

est le barycentre du système {(0;5),(B;-5),(G;2)} . 

, z — 1 — i 
c) Déterminer et représenter l'ensemble F des points M d'affixe z telle que le nombre  

z + 2i 
soit imaginaire pur. 
3. Pour tout point M du plan on pose : (p(M) = 3IVIO;!-4MAî + MB2 + 2MCI et on note rk 

l'ensemble des points M tels que(p(M) = k , où k est un réel. 

a) Discuter suivant les valeurs de k , la nature derk. 

b) Déterminer et construireF^. 

Exercice 2 (4 points) 

Soit f la Fonction numérique définie sur l0;lf U ]l;-l-cor par: f(x) = —'—. On désigne par 
xlnx 

(C) sa courbe représentative dans un repère orthonormé (0;i, j). 

1. a) Calculer et interpréter graphiquement ; lim f(x), Um f(x) , lim f(x) , lim f(x). 
x I s —y 1 

b) Dresser le tableau de variation de f . 
c) Construire la courbe (C). 

2. Pour tout entier naturel n > 2, on pose ; 

^ y'.---r--r-ln(lnn) = + ^ lii(lnn). 
if^klnk 

a) Montrer que tout entier naturel n > 2, 

2 In 2 3 In 3 

1 

nlnn 

(n + l)ln(n + l) 

b) Montrer que pour tout entier naturel ii>2, Un+l - 

-i+i j 
< [ 

nlnn 

1 r + 1 
f(t)dt. En 

(n + l)ln(n + 1) 

déduire le sens de variation de (Un). 

c) Montrer que tout entier naturel n>2, IJ11+1--Un >f(n + l)-f(n). En déduire que 

Un > - ln(ln 2). 

d) Déduire de ce qui précède que la suite (li^) est convergente vers une limite C telle que 

- ln(In 2)< ( <   in(ln 2). 
2 In 2 
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Exercice 3 (6 points) 
2x3 - 3x2+ 1 

Soit f la (onction numérique définie sur K par: i(x) = 
e 

On désigne par {C)sa courbe représentative dans un repère orthonormé (0;i,j). 
f (x) 

1. a) Calculer lim f(x), lim f(x) , Uni . Interpréter graphiquement. X —y i oo x^>—eu k—>-co ^ 

b) Montrer que la courbe (C) de f admet trois tangentes horizontales dont l'une est au point 
d'abscisse 1. 
2.a) Dresser le tableau de variation de f . 

b) Construire la courbe (C). 

3. Pour tout entier naturel n , on pose : = x°e 

a) Montrer que f écriture précédente définit bien une suite numérique^). 

b) Montrer que la suite (IJest positive et décroissante. Que peut-on en conclure ? 

c) Donner un encadrement du nombre Q qui permet de calculer lim In .Calculer cette limite. 0 —)-+aj 

4.a) Calculer ln- 

b) Montrer, en utilisant une intégration par parties, que pour tout n ; 1^, = -^ + (n + 1)I„. 

c) Calculer l'aire sous la courbe (C) délimitée par l'axe des abscisses et les droites d'équations 
respectives x = 0 et x = 1. 

Exercice 4 (6 points) 
Dans le plan oriente on considère un carré direct ABCD de coté a, (a > 0). 

Soient E et F les symétriques respectifs des points C et B par rapport à (AD). Soit G Se point 

tel que le triangle DBG soit équilatéral direct. Soient I et J les milieux respectifs des segments 

[DB]et [DE], 

1 .a) Faire une figure illustrant les données précédentes que l'on complétera au fur et à mesure. 
b) Montrer qu'il existe une unique rotation r, qui transforme D en G et F en B . Préciser l'angle 

et le centre de r,. 

c) Soit la rotation r, qui transforme G en E et B en A . Préciser l'angle et le centre de r,. 

d) On pose r = r, o r,. Déterminer r(D)ct r(F). Caractériser r. 

2. On considère l'homothétie h de centre B et de rapport k = ^. On note s = h o r . 

a) Montrer que s est une similitude directe. Préciser le rapport et un angle de s . 
b) Soit £2 le centre de s . Montrer queQ appartient à deux cercles ri et F^que l'on déterminera, 

c) Déterminer deux réels ccetp tels que £2 soit le barycentre du système {(E,a);(I,p)}. Placer 

£2 sur la figure. 
3. On considère l'ensemble F des points M du plan tels que MA + ME = 2a où aesi la 
longueur du coté du carré ABCD. 
a) Montrer que F est une ellipse passant par D. 
b) Préciser les sommets, les longueurs des axes de F et calculer son excentricité e . 
c) Déterminer F' =s(r) puis construire F et F'. 

Fin. 

(i Pt) 

(i PO 

(0,5 pt) 
(0,5 pt) 

(0,5 pt) 

(0,5 pt) 
(0,5 pt) 

(0,5 pt) 

(0,5 pt) 

(0,5 pt) 

(I PO 

(1 PO 

(0,5 pt) 

(0,75 pt 

(0,75 pt 

(0,75 p( 

(0,25 pt 

(0,5 pf) 
(0,25 pi 

(0,25 pi 
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République Islamique de Mauriiatiit Honneur - Fraterniië - Justice 
Ministère d'Etat à l'Education Nationale, à , 

l'Enseignement Supérieur et à la Baccalauréat 
Recherche Scientifique '■JA! 1 

Direction des Examens et de l'Evaluation ZUX X 
Service des Examens Session Normale 

Séries : C & TMGM 
Epreuve: Mathématiques 

Durée: 4 heures 
iJoeffi dents: 9 & 6 

_xercîce 1 f4 points) 
Pour tout nombre complexe z on pose ;P(z) = z3-(l + 2cosEI)z2+(l + 2cos6)z-X où 9e[0;2T[[, 

1) Calculer P(l) puis déterminer les solutionsz,,, z, et Zjde l'équation P{z) = 0 sachant que est 

réel, et Imz, £0 si sind^O. 

2) Dans le plan complexe muni d'un repère orthonormé (0;u,v)on considère les points M0, M, et 

M2 d'affixes respectives z,,, zl et z2. Déterminer, lorsque 9 décrit l'intervalle , le lieu 

géométrique F, des points M, et M2. 

3) Soit le po int G barycentre du système S ={{M0,l);{M1,l);(M2,
i-3)} 

a) Démontrer que si 9 décrit l'intervalle [0;2ït[, alors le lieu géométrique F du point G est une ellipse 

dont on donnera une équation cartésienne. 

b) Déterminer, dans le repère (0;u,v), les coordonnées du centre et des sommets, puis calculer 
l'excentricité de l'ellipse F 'Construire F dans ce repère. 

JT 
4) On suppose dans cette question que 0 = — 

2 
a) Déterminer les coordonnées des points M,, M2 et G . Placer ces points sur la figure 

précédente. Quelle est la particularité de G dans ce cas ? 
b) Déterminer puis construire l'ensemble F' des points M du plan tels que : 

MMf)
2+MMI

î-3MMI'=6 

tercice 2 14 points) 
[F(x) = x(l —Inx); x > 0 

[f(0) = 0 

Soit (C) la courbe représentative de f dans un repère orthonormal (0;u, v), 

1 ,a) Etudier la continuité et la dérivabilité de f à droite de x(l = 0, interpréter graphiquement. 

b) Dresser le tableau de variations de f . 
f(x) 

c) Calculer lim , Construire la courbe (C). 
x 

Soit f la fonction numérique définie par 
1' 

2) Pour tout entier n et 1, on pose ; 
jfn(x) = x"!! —Inx); x>0 

k(0)=o 

Soit (Cn) la courbe représentative de la fonction fn dans le repère orthonormal (0;u, v). 

a) Pour n S 2 étudier la dérivabilité de fn à droite de x,, = 0. Interpréter graphiquement. 

b) Dresser le tableau de variation de fn. 

3.a) Montrer que toutes les courbes (Cn) passent par trois points communs que l'on déterminera, 

b) Etudier la position relative de (Cn) et {Cn+1). 

4) Pour tout entier naturel n > 1 on pose : Un = Jî fn (x)dx. 
£ 

a) Donner une interprétation géométrique de l'intégrale Un. 

b) Justifier sans calcul, que la suite (Un)est positive et décroissante. 

c) Donner l'expression de Un en fonction de n et calculer lim Un. 

(1,5) 

(0,5) 

(0,S) 

(0,5) 

(0,5) 

(0,5) 

(0,75) 

(0,75) 

(0,25) 

(0,2: 

(0,5) 

(0,5) 
(0,25; 

(0,25) 
(0,25) 

(0,25) 
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^x^rcice 3 f5 points t 

On considère la fonction f définie sur £R par ; ffxj = 
e —e 

e" +e~ 
La) Calculer Uni f (x), Uni f (x). Interpréter giaphiquement. 

Ji-t-Où X—ï+mo 
b) Vérifier que f est impaire, puis dresser son tableau de variation. 

c) Tracer la courbe représentative (C) de f dans un repère orthonormé (0;Lj) d'unité 1cm 
d) Calculer l'aire A du domaine plan limité par (C), l'axe des abscisses et les droites d'équation x = 0 
et x = In 3. 
2. On considère la suite numérique (U,,)définie par : 

0,, = In 3, et pour tout entier naturel n>l : U,, = J^°3(f(t»"dt. 

a) Calculer U,. 

é4 Y 
b) Montrer que pour tout entier naturel n, on a : 0<l] ^ - In 3. En déduire Uni U , 

c) Vérifier que pour tout x>û ona: l-f"(x)= (f(x))2, Montrer que pour tout n>0 : 

d) En déduire que pour tout entier naturel n > 1 : 

U2n=ln3 -È—f-r" 

U2„+1 = ln 

e) Pour tout entier naturel n > 1 t on pose : 

2p 

Sp = l+lfi) +ifl 
n 5 2[5 J 3^5 

' 2p 1^5 

1 f 4 
2nl 5 ■ne 

Calculer Um S 
11-++- " 

(0,75) 

(1) 
(0,25) 

(0,25) 

(0,25) 

(0,5) 

(0,75) 

(0,5) 

(0,75) 

Exercice 4 (7 points) 
Dans le plan orienté, on considère un triangle ABC équilatéral direct de centre G et de côté a, a > 0 . 

Soient I ,Jet K les milieux respectifs des segments [BC], [CA] et [AB] . 

L'objectif de cet exercice est l'étude de quelques propriétés de la configuration précédente. 
l.a) Faire une figure illustrant les données précédentes que l'on complétera au fur et à mesure. (On pourra 
prendre la droite (AB) horizontale) 

b) Montrer qu'il existe une unique rotation q qui transforme I en A et B en J. 

c) Déterminer un angle de r, et préciser son centre. 

Jt 
2) On considère la rotation r2 de centre I et d'angle ~ . 

a) Détermi ner r2 (C ), ^ (J ). 

b) En déduire l'image de la droite (AC) par r2 puis la construire. 

3) Soit hl'homothétie de centre G et de rapport k = . On pose s — r, oh. 

a) Quelle est l'image du triangle ABC par h? 
b) Montrer que s est une similitude directe et donner son rapport et son angle. 
c) Déterminer s(A). Que peut-on conclure ? 

Bactalaurcat 2011 Session Normale Epreuve de Mathématiques 

(0,75) 
(0,5) 

(0,5) 

(0,5) 

(0,25) 

(0,25) 
(0,5) 
(0,25) 
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d) Donner la forme réduite de s 
4) On pose s1 = s et pour tout n g PT : sn+1 = s as" 
a) Caractériser s3. 
b) Soil p = 10-1. Montrer que s""1 est une homottiétie de rapport négatif. 

5) Pour tout point Mduplan, on pose : et s{M) = M'. 
a) Déterminer M^Mjdans chacune des positions suivantes de M: M est en I ; en K ; ou en a 
b) Montrer que, pour tout M distinct de A, le triangle AMM ' est rectangle. 
c) Déterminer l'ensemble F des points M du pian tels que M,M, et M j soient alignés. (On pouira 

considérer les triangles IMM:. KMM, et l'angle (MK;MI)). 
6) On suppose dans cette question que M est situé sur le cercle de diamètre [AC]. M est distinct du 

point A, Montrer que : 
a) La droite passe par un point fixe que l'on déterminera. (0,25) 
b) La droite (MM ') passe par un point fixe que l'on déterminera. (0,25) 

c) L'angle (MjM^MM ') à une mesure constante oc module n que l'on déterminera. | '0'25' 

Fin. 
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J11 |jî,:;neot:Hrtt 

z -i 

Exercice ] (4 noints't 

     ■00 '•« +c» -o. ^+Si. 
b) Résoudre J'équatiou r(z) = i!. 

2) Dans ie plan muni d'un repère onfionoriré éO-n -v   ■ , 
. . , . ^u, u, ■/,, ru cuiisiuere les points A, 13 et C imapes des 

solultons de i'équation P(7) = (J avecl/ 1 < l-r ! ^ 1- 1 m , • nuyu, acs 
triancteAPr t , . )za i < NbI < j-c! • 1 taccr les points A , B et C . Montrer que le triangle ABC est rectangle .socèlc et que le quadrilatère OACBest un parallélogramme. 

3) Soit s la transformation qui associe à tout point M d'ofrixe z le point M'd'affixe z ' = — 

a) Justifier que s est une similitude directe du plan. 2 

b) Déterminer les éléments caractéristiques de s . 
c) Vérifier que s(Q = B . 

Exercice 2 (4 points) 

1) On considère la fonction g définie sur IR par : g(x) - -x3 - x2 - 2x + 2 
a) Dresser ie tableau de variations de g , 

b) Montrer que g réalise une bijection de IR sur IR 

c) Montrer que l'équation g(x) = 0 admet dans IR une unique solution a telle que 0,6 5 a £ 0,7 , 

2} On considère la fonction f définie sur j.R par: ^ ^ Xi A v- 
'Du- -p 

Y + 

(0.5) 

(D 

C) 

(0,5) 
(0,5) 
(0,5) 

(0,75) 
(0,5) 

(0,5) 

a) Calculer f'fxj.puis vérifier que 

(V F2)J 

j) Dresser le tableau de variation de f 

-) Tracer la courbe représentative CCi a- r^r - — 
M , ipn ( > ce ( dans un reperc orthogonal (0;i,j)avec 

1) On considère la suite numérique (fJ„ )dcfimc pour mm eniier nature! n > I par: U = f°+!f(t)dt. 

)ii ne cherche pus à calculer l'intcuraic H '' 
n 

(Montrer eue pourtouleniiernaiurc! n >)■ n.-.Ui ... M,.-" en , ■ , - .. 1( -■ v n - i' De . c.n deouire hm lJri. 
J Déterminer un emicr naturel n(Jtcl que pour tout n > n^, Un < ■\ 

Ixercicc 3 (5.5 noimst 

G0'D,TsidirV'"A'iC" o. 
' U 11 son, les"i'll™KrcS|,.tclils<Jcs*eemeMs; (aB) iBCl [CDlellDAl 

•'zr**1 ■o'1 compl6,cra-fur«*—(«^(ULL'if,] [ '• à) Montrer qu il existe une unique rotation r telle que r(D) = H et r(I!! = n 

Déterminer le centre I et un angle de la rotafion r . 
Mon,que r<A) = F puis conSlnllre le., po:,,,, B- a C in^M-espeaives de B et de C par r. 

(0,5) 

(0,75) 

(0,25) 

(0,5) 

(0,25) 

(0,5) 

(0,5) 
(0,5) 
(0,5) 

 Session coin pténi en ta ir Epreuvn le Mattiémati.-.ues Séries C & TMGM J/2 

Annales du Baccalauréat National Mathématiques / Séries ; C & TMGM IPN/Mr/2012-2013 13 



î) Soit h l'homothétie de centre D et de rapport k - * On pose s = r oh . 

a) Justifier que s est une similitude directe. Déterminer le rapport et i'angle de s . 
b) Déterminer l'image du carré AlîCÛ par la similitude s. 
4) Soit Q le centre de la similitude s. i r ,-1 fr-rrt i fnTï] 

a) Montrer que le point îî appartient aux cercles de diamètres respectifs [AO j, JBG j, [ 1 e 1 J ' 

b) On considère les cercles F et F'passant par Q et de centres respectifs Âet O, Sort T l'intersection 
de F et F'autre que Q. Démontrer que s(n = r'. Bn déduire que les points Fî, A, O et I sont 
cocycliques. ■ ^ *,1 m > 
c) Soit M un point de F distinct de D et de T . On pose S(M) = M'. Démontrer que les points M, M 
et T sont alignés. 1 1- . r-' 
d) Soit A' et O' les points diamétralement opposés à Q respectivement sur les cercles 1 et i . 

J et K les milieux respectifs des segments [MM '] et [OO ']. 

Déterminer la nature du triangle QJK. En déduire le lieu géométrique du (point J lorsque Mdécnt F 
privé d e O et de T . 

Exercice 4 16.5 nnints) 
Soit f la fonction définie sur l'intervalle]-l,+ao[ par f(x) = xln(x t-1). 

Soit (C) sa courbe représentative dans un repère orthonormal (0;u,v). 
ffx) 

1, a) Calculer Lim f(x), lim f{x), Km  . Interpréter graphiquement. 
X 

11 Montrer que la fonction f est strictement décroissante sur l'intervalle ]-l,0]et strictement croissante 

mu l'intcivalle [o; 

1, ) I >, , cr le tnhDau de v-rariations de f et construire la courbe (Q. 
X1 : C 

2, a) Déterminer trois réels a, b et c tels que, pour tout x * -1, —y- = ax + b + —-. ï + 1 A "H 1 

b) À l'aide d'une intégration par parties, calculer, en unités d'aires, l'aire il de la partie du plan -limitée 
par la courbe (C), l'axe des abscisses et les droites d'équations x - 0 et x =î 

3) Pour tout entier n > 1, on pose 1 Un = x" lii{x+l)d\. 

/ .i) Montrer que l'écriture précédente définit bien une suite numérique(Un ). 

b) Calculer U, et eu donner une interprétation graphique. 
c) Montrer que la suite (Un)est décroissante, La suite (1lln)converge-t-elle ?! Justifier. 

d) Démontrer que pour tout entier n ï 1, 0 < U ^ ——, En déduire la limite de la suite (Un ). 
n + 1 

r • xn" 
4) Pour tout, entier n 2:1, on pose : V - i  dx J ^ x +1 

In 2 1 
a) Vérifier que : U„ = V . 

" n+1 n+l 

h) Démontrer que :   < V < —1— . En déduire la limite de la suite (Vn ). ; 4 2(n + 2) " n + 2 
1 1 {-1)° 

c) Démontrer que pour tout entier n>I, V[1 = (-lyflH —A In 2). 
2, 3 a +1 

(0,75) 
(0,75) 

(0,5) 

(0,5) 

(0,5) 

(0,5) 

(0,75) 

(0,75) 

(0,5) 

(0.5) 

(0,5) 

(0,5) 

(0,5) 
(0,5) 

(0,5) 

111 {-!)" 
V lin déduire que : lira (1 h 1... + —-—■) = In 2 , 

^ 2 3 4 n + 1 

Fin 

(0,5) 

(0,5) 

(0.5) 
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Exercice 1 (3 points) 
1. On considère la fonction numcriqne f délinic sur IR par : 

a) Dresser le tableau clc variation de f . 
b) En déduire que pour tout réel x : e" > x +1. 

2.a) Montrer que pour tout réel x > -] : ln(l + x) < x . 
b) Montrer que pour tout réel x<l : — x)<-x. 

3. On considère la suite numérique {Sn) définie pour tout entier naturel n > 1 par son terme général: 

c'est-à-dirc 

S,. >ln(n + l). 

n 1 

k=l K 

. , 1 1 1 
s =1+'- + - + ... + -. 
"23 n 

(1) 
(0,25) 

(0,25) 
(0,25) 

U 1 + in(f _ 1), Eh déduire le sens de variation de la 
n n 

a) En utilisant la question 2, montrer que pour tout n > 1 : 

b) En déduire lim Sn. 

4. Pour tout entier naturel n > 1 on pose : U., = Sr - in n . 

a) Montrer que pour tout n > 1 : U,, 

suite (En), 

b) En déduire que la suite (Un) est convergente vers un réel y, puis vérifier que : 0<7<1 ■ (y est 

appelé la constante d'Euler) 

Exercice 2 14 points) 2 

lour tout nombre complexe z on pose : P(z) = r1-(6cose + i)z2+(4 + 5^ e + fiicos0)/-(4 + 5cos 0)1 ou 

9e [0;27t]. 

1 .a) Vérifier que z, = i est une solution de l'équation P(z) = 0 . Déterminer deux nombres a et b tels que 

pour tout nombre complexe z on a : P(z) = (z-i)(z- +az+b). 
b) Déterminer les deux autre solutions z1 et z, de l'équation P(z) = 0 sachant que si sme a 0, imz, ^ 0. 

2. Dans le plan complexe muni d'un repère onhonormé (0;u,v)on considère les points M(), M,et M2 

d'affixes respectives z0, ^,61 Zj. Soit G le centre de gravité du triangle M.M.M, ■ 

a) Démontrer que si Qdécrit l'intervalle [(!;2jt], alors l'affixe du point G est zc =2cos6+-i. 

b) Déterminer puis construire le lieu géométrique E du point G . 
3.a) 'cmontrer que si 6 décrit l'intervalle [0;2n], alors le lieu géométrique F' des points M, et M,est 
une ellipse dont on déterminera une équation cartésienne. . , 

b) Déterminer le centre et les sommets puis calculer l'excentricité de l'ellipse r. Construire F dans 
le repère précédant. 

Exercice 3 (5 points) 
1. On considère la fonction udéfinie sur ]0;+«>[ par :u(x) = x-2 + lnx , 

a) Dresser le tableau de variation de la fonction u , 
b) Montrer que u réalise une bijection de ]0;-h»[ sur un intervalle que l'on déterminera. 

c) Montrer que l'équation u(x) = 0 admet une unique solution a puis vérifier que : 1 < a < 2 . 
d) En déduire le signe de u(x) sur ]0-,+"[. 

(0,5) 

(0.25) 

(0,25) 

(0,25) 

(1) 

(0,75) 

(0,5) 

(0,25) 

(0,5) 

(1) 

(0,5) 
(0,25) 
(0,5) 

(0,25) 

2. Soit f la fonclion numérique définie par 

— 1 1 
f (x) = — x1 + x—x2 In x , x > 0 

4 2 

f(0) = 0 

Baccalauréat 2010 Session Normale Epreuve (k Mathématiques Séries C & 1MGM 
1/2 



Soit (C) la courbe représentative de f dans un repère orthonormé (0;i, j) d'imité km . 

a) Démontrer que f est continue à droite de x0 = 0. 

Si Démontrer que f est dérivable à droite de xu = 0. Préciser fj(0) e ntcrpi ;ter graphiquement. 

c) Montrer que pour tout réel x strictement posili C on a : 1' '(x) — xu(—) ; où u est la fonction définie 
x 

à la question 1. En déduire le signe de f'(x). 

d) Dresser le tableau de variation de f. Montrer que F équation f'(x) = 0 admet dans l'intervalle 
] 0;+<»[ une unique solution p et vérifier que : 1 < p < 2. 

e) Tracer la courbe (C). 

3 Pour tout entier naturel n > Ion pose; = jf r(x)dx 
n 

aj Exprimer In en fonction de P et de n, (On pourra utiliser une intégration par parties). 

b) Calculer lim In et donner une interprétation géométrique de cette limite. 
Il ) i "J 

Exercice 4 f8 points) 
Dans le plan oriente on considère un carré direct ABCD de coté a , (a > 0), Soient I, , K et E les 
milieux respectifs des segments [AB], [BC], [CD] et [ba]. Le point Eest le symétrique de C par 

rapport à Del F celui deB par rapport à A , 
1. Faire une figure illwstrant les données précédentes. 
2.u) Montrer qu'il existe une unique rotation r qui transforme Dcn F et C en E. Préciser son angle et 
son centre. 

b) Déterminer deux droites A, et A2 telles que r = siVi osAC et r =sA1J <jsi2. 

c) Déterminer la nature de la composée cy = sAli =sALI osA(. puis la caractériser. 
3.a) Prouver qu'il existe une unique similitude iq qui transforme Den L et C en D. Préciser son angle 
el son rapport. 

b) Soit R le centre de la similitude s,. Vérifier que le point R est commun aux cercles de diamètres 
[Drijel [Ct)] puis le préciser. Vérifier que Resl le point d'intersection des deux droites (CL) et (Dl). 

c) On considère l'homothétie 11 de centre C et de rapport ^ . Soit f = ht!r. Préciser la nature de f ct 

déterminer f{D) el f(C). Que peut-on remarquer ? 
d) Donner la fonne réduite de la similitude q . 
4. On considère la similitude directe Sjqui transforme Fen B et B en C . 

a) Déterminer l'angle et le rapport de s2. 

b) Soit Q le centre de s2. Vérifier que Q est le point d'intersection des deux droites (CL) et (BK). 
5. Soient les points ; P intersection des droites (AJ) et (BK) ; S intersection de (AJ) et (DI), 

a) Démontrer que : Q= bai-{ (A,-i);(B,2);(C,l);(D,3)}. 

b) Donner des expressions semblables pour les points P, R et S , 
c) Démontrer que PQRS est un carré puis calculer son aire en fonction de a . 

6. Soit F l'ensemble des similitudes directes de centre O (centre du carré ABCD ), et qui transforment 
ABCD au carré PQRS 
a) Prouver que ces similitudes sont de même rapport puis le déterminer. 

b) Soit g une similitude de l'ensemble F dont l'angle Ge 
"■f 

. Donner les valeurs exactes de chacun 

des nombres sînG ct cosG. 
c) Donner en fonction de G les angles possibles des autres éléments de l'ensemble F. 

Fin. 
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Direction des Examens et de l'Evaluation ^ 0 

cession Complémentaire 
j^,rcice 1 <4 points! 

Paur tout réel t et pour tout entier naturel n ï 1 on pose ; G^t) = £e dx et G]1(t) = ^ x e dx. 

l.a) Démontrer que Gn(t) existe pour tout entier naturel qt donner l'expression G(((t)et de Gjdien 

fonction de t. 

b) Démontrer que pour tout réel t ^ 0 on a ; —t2 ÊG^t) <—t e . 

1 1 i 
c) Démontrer que pour tout réel t<0on a : -t2e1 < G^t) <-t . 

.. te'-e'+l 
d) En déduire le calcul de la limite : urn . 
' t-»0 t(e -1) 

2) Pour tout entier naturel n > 1 on pose : In = G^l) = xVdx . 

a) Montrer, à l'aide d'une intégration par parties, que pour tout entier naturel n>lon a. 
GI1(I) = tV-nG„_!{!). En déduire C en fonction de 1^, pour n 5:1. 

b) Montrer que la suite (In)est décroissante et positive. Que peut on en déduire ? 

c) Donner un encadrement de In qui permet de calculer lim ln et calculer cette limite. n—n-™ 

t'ercice 2 14 points) 
Le plan complexe est muni d'un repère orthonormé (0;ii,v). Pour tout nombre complexe z on pose : 

P(z) = z:,-t4 + 6i)ï2 + [-6+16i)/ + 12-4i . 
1.a) Calculer P(l+i). 
b) Déterminer deux nombres a et b tels que pour tout nombre complexe z on a : 
P(z) = {z-l-i)(z2 + az + b) . 
c) Déterminer les solutions de l'équation P(z) = 0. 

2.a) Placer les points A, B et C images des solutions de l'équation P(z} = 0 sachant que 
| zA | £ ] zB | < | zc |. Déterminer !a nature du triangle ABC. 

b) Montrer qu'il existe une unique similitude directe s de centre A qui transforme C en B. 
c) Donner l'expression complexe de s. Déterminer le rapport et un angle de s. ^ 
3) On considère la transformation f qui à tout point M d'affixe z associe le M' d'affixe z' tel que : 

z + i. Pour tout entier naturel n on pose : f1 =f et fn =f of"1. On définit une suite de points 

(1,25) 

(0,5) 

(0,5) 

(0,25) 

(0,5) 

(0,5) 

(0,5) 

z' = 
1-i 

(0,25) 

(0,5) 
(0,5) 

(0,5) 
(0,25) 
(0,75) 

(0,5) 
(0,25) 

(0,25) 
(0,25) 

2 
(MJ par M0 = C et Mn =r(M0). 

a) Reconnaître la transformation f et déterminer ses éléments caractéristiques. 
b) Déterminer la nature du triangle AMnMn+l. 
c) Calculer en fonction de n la somme ; Sn = MqM! h-MjM; h +MnMtl+1. 
d) Calculer la limite lim Sn et l'interpréter, 

Exercice 3 {5 points) , r m c ■ , 
Dans le plan orienté on considère un triangle équilatéral direct ABC de cote a, (a > 0). soient 

I, J et K les milieux respectifs des segments [ AU ], [BC] et [ CA ], 

1. Faire une figure illustrant les données précédentes que on complétera au lur et à mesure. 
2.a) Montrer qu'il existe une unique rotation r, qui transforme I en C et B en J . 

b) Préciser l'angle et le centre fl de rj. 
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(0,5) 
(0,25) 

(0,5) 
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3. Soit t la translation de vecteur CK . On pose : r2 =1°^ . 

a) Déterminer la nature de la composée r, = t r,. Préciser r2(I) et r;(B). Caractériser r,, 

b) Déterminer une droite A telle que s4 - r2 = s(4J). En déduire une autre décomposition de r1. (0,25) 

4. On considère les similitudes directes s^t s2 de centres respectifs A et C telles que : sl(lî) = Ket 
s2(K) = B, 
a) Déterminer un angle et le rapport de chacune des similitudes directes s, et s2. (1) 

b) Déterminer la nature de la composée f - s, ■$, et la caractériser. ("AS) 
5. Dans celle question, M est un point variable du plan. On pose rl(M>=\1leL 

a) Démontrer que si Mest distinct de J et de H alors on a : {M fi, M J ) = ( NI M,, M M ; ) [27i]. 

b) En déduire le lieu géométrique du point M lorsque les points M, M, et M;sonl alignés. (0,25) 

c) Démontrer que pour toute position du point M dans le pian, la distance M,M, reste constante et 

la préciser et que la droite possède une direction fixe à préciser. (0,5) 

Exercice 4 (7 pointsi 
2x* + 3\ -t 2 

I- On considère la fonction numérique g defime par : g(x) = ; . 
x + 1 

1. Vérifier que pour tout réel x > —Ion a : g(x) > 0. (0,25) 
c 

2. Déterminer les réels a , b et c tels que pour tout réel x > -1 on a : g(x) = ax + b H   . (0,75) 
x + 1 

3. Déterminer la primitive G de la fonction g sur l'intervalle I - ]-1,+m[ et qui vérifie : GUI) = I. l0'5) 

II- On considère la fonction numérique f définie sur rintervulle I = ]-l,+™[par : 

f(x)-|t2+\ + l + ln(x + l). Soit (C)sa courbe représentative dans un repère orthonorme 

(OtiJ) d'unité 1cm . 

f (x) 
1 .a) Calculer lim f(x), lim ffx) et lim . Donner une interprétation graphique. 0) 

K—>-l+ X 
b) Dresser le tableau de variation de f . ("A' 

2.a) Montrer que la fonction f réalise une bijeetion de l = ]-l,+oo[ sur un intervalle J que l'on 

déterminera. (0,25) 
b) Montrer que l'équation f(x) = 0 admet une unique solution a. Vértf erque -0,53 < a< -0,52. dh5) 

3.a) Montrer que pour tout réel x > 0 on a : f(x) > x +1, Interprétation graphique. 
b) Montrer que les courbes (C) et (C), représentant respectivement la fonction f et sa réciproque 

f"1 dans le repère (O;!,]), se coupent en un unique point dont l'abscisse (î vérifie 
-0,81 <P<-0,80. ("A) 

c) Démontrer que : (f"' ) '(p) = ^2™^^ ■ «',5) 

4.a) Déterminer tous les points de la courbe (C) en lesquels les tangentes sont parallèles à la droile 
d'équation y = 2x . (0,5) 

b) Discuter suivant les valeurs du paramètres réel k le nombre de solution de l'cqualion ; 
x2 -x + l + ln(x + l) = k. 

c) Construire les courbes (C ) et (C). (0,5) 
5. Soit A l'aire du domaine plan limité pttr les courbes (C) et (C) et les axes des coordonnées. 

a) Montrer que : A = a2 + J^tZx3+2+21n(s+]))dx . (OA?) 

b) Calculer A en fonction de aet p (On pourra utiliser une intégration par parties). 1(1,25) 
Fin. 
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On cons'dère le plan complexe muni d'un npère orthonormé (0;u,v). 

ioit l'équation zJ -2(l + isin0)z + îlislnG = 0 avec e6[0;2ffl3. 

. .a) Résoudre, dans l'ensemble des nombres complexes, chacune des équations Er et E,. 
ï 

b) Déterminer les solutions z* et z"de l'équation Ee sachant que Rez'k Rez" si cos0 S 0. 
ï. Soient M' et M'" les points d'affixes respectives z* et z". 
al Démontrer que si 0 décrit l'intervalle [Oîîti] alors le lieu géométrique F des points M' et M"est 

jn cercle a déterminer. 
b) Démontrer que si M* et M" sont distincts alors la droite (M'M") a une direction fixe 
ndépendante de 0. 

c) Construire le cercle F et placer les points M' et M" pour 6 » — 
6 

3. Soit G le point défini par : G = bar((M,;3),(M";2)}. 
b.) Daerminer l'affixe Zc de G en fonction de 0. 
b) Démontrer que si 0 décrit l0;2n] alors le lieu géométrique F' de G est une ellipse dont oh 

donnera une équation cartésienne. 
c) Déterminer le centre et les sommet et calculer l'excentricité de l'ellipse F' . Construire F' dans le 

■epère précédent. 

Exercice 2 14 pointsl 
On considère la fonction f définie sur l'intervalle pai fCi)=x1 ln(i+l) . 

Soit (C)sa courbe représentative dans un repère orthonormé (O;!, j) d'unité 2cm. 
1 .a) Cnlculer f '(x) et montrer q^e ta fonction f est strictement croissante sur ]-l;+a>[. 

b) Determinei une équation de la tangente Tà la courbe (C) au point d'abscisse ic »0 et étudier leur 
position relative. Interpréter graphiquement. 

c) Dresser le tableau de variation de f. 
2.a) Démontrer que f aomet une fonction réciproque que l'on notera g 
Soit (C) courbe représentative dans le repère précédent. 
b) Montrer que les courbes (C)et (C'Jse coupent en trois points dont un seul est d'absc^se 

strictement négative a . Vérifier que : -0,8 < a < -0,7. 
c) Ccnstruire les courbes (C) et (C). 

3 a) Déiem.mer les réels a, b, c et d tels que pour tout réel x de ]-!;+«[ : -^-j-ax^bx+c+ç™. 

b) En utilisant une intégration par parties, calculer en loncuon de a, l'aire du domaine plan des points 
M(x;y) délimité par les courbes (C)et (C) où a ^ x ^ O. 

Exercice 3 (S pointa) 
A tout entier naturel n e IN* on associe la foncuon tm définie sur mpai : x"*"x ■ 

Soit C, la courbe représentative de fn dans un repère ethonorme (0;T, j). 
I .a) Etudier les variadons de la fonct' on fj telle que ^(x) = xé'1 et représenter sa ujurbe C,. 

b) Calculer l'aire du domaine délimite par C,, l'axe des abscisses et les droites x O et x = 1, 

2.a) Démontrer que toutes les courbes Cr passent nar deux points fixes que l'on déterminera, 

b) Etudier la position relative des courbes Cn et CB+, en foncuun de la parité de a 

(0,51 

(0^) 

(u^) 

(0^) 

(0^) 

(0,5) 

(0,5) 

(0^) 

(0^) 

^,5) 
(0,5) 

(0^) 

fO,5) 
iO^] 

(0^) 

(0^) 

(•^) 
(«^ 
(04) 
(04) 
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3. Pour tout enuer naturel non nul (ne IN' ) on pose 1, = jf , 

a) Vérifier que ; I, = l-2e 1. 

b) En utilisant une intégration par parties, démontrer que pour tout neIN )na 1,+I =-e1+(n + l)IB 

c) Démontrer que pour tout n e IN' on a : 0^1, s -i-. En déduire ilm I,. 
Il T 1 

4. Pour tout entier naturel non nul (ne IN*) on pc se : JB =-*,I0. B I 

a) Démontrer que pour tout n e IN'on a : JB+1 - Ja 
-1 

(n+l)l 

b) En déduire que pour tout n e IN'on a JB «= e-^+^+Jy- 

c) Calculer Itm JB . En déduire lira f—+i+—+••■+—1. 
' * -* ^0! I! 21 nlj 

Exercice 4 £7 points'! 
Danr le pian ooente on considère quatre peints deux à deux distincts A, 6, C et D telf que 

AC = BD, (ÂC,BD> j [2ji] . Soient Ici points M milieu de [ac], N milieu de [BD] et Hle point 

d'intersection (AC) et (BD). On considère les cercles r,, F,, r,et r4de diamètres respectifs [AB], 
[BC],[CD] et [DA] (On pourra s'aider de la figure ci-jointe, on ne demande pa; de la reproduire). 

1.a) Démontrer qu'il existe une unique rotation r,qui transforme A en B et Cen D. Préuser son angle et 
montrer que son centre P appartient aux cercles r, et Fj. 

b) Soit rjla rotation qui transforme A en D et C en B. Préciser son angle et montrer que son centre Q 
appartient aux cercles Fj et r4. 

c) Démontrer que le quadrilatère PMQN est un carré 
2. So.ent P,et Pjles peints uiaméualement opposés à P respectivement sur les cercles F,et F,. Soient 
Qj et Q1les points diamétralement opposés à Q respectivement sur les cercles F, et r4. 
a) Démontrer qu'il existe une unique similitude directe »iqui transforme A en P^t C en Pj 

Déterminer les éléments caractéristiques de cette similitude. 
b) Déterminer 4 (M) en déduire que les points P,, P,, Qet H sont alignés. 

3) On considère la similitude directe i,de centre Q, de rapport -j=et d'angle ^. 

a) Déterminer les images des points Q,, Q, et P par s1. 
b) En déduire que les points Q,, Qj, P et H sont alignés 

4 On pose o = s, os2. 
a) Déterminer la nature et les éléments caractensiiques de o. 

b) Démontrer que : P,?;, sC^Qj et (P1PjjQ1Qj)= ^ [27t] 

5. Son rla rotation qui transforme P,cn Qj et Pjcn Qj. 
a) Reconnaîtr" le centre de la rotation r. 
b^ Démontrer la cocyclicité de:: p nnts M, H, P, et Q,. 
c) Quelles sont les cocyclicités semblables que l'on peut 

remarquer ? 
d) Démontrer que : P, A2 + PjC2 = Qj A2 + Q jC2. 
e) Quelles sont les relations semblables que l'on ptn 

remarquer ? 

Fin 

(0,5) 

(0,5) 

(0,5) 

1.0,5) 

(0,5) 

(0,5) 

(0^) 

'0,5) 
(0^) 

(0^) 

(0,5) 

(0,5) 
(0^) 

(0.5) 

P2 (0,5) 02 

(0^) 
(03) A/ 

(03) 

[03) 
03) 

l03> 
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Exercice I (4 nointsi 
Le plan complexe est mum d'un repère ortlionormé (.Oju.v). Soit la transforma'.ion ponctuelle f qui 
associe à tout point M du pl^n d'aflïxe z le. point M* d'afPxe z' tel que 

+ (Ui)z + l -îdji, coeC 
2 

1. Reconnaître et caractériser la tran^fonnation f( poui les valeurs suivant! r. du nombre complexe o 

a} m = — b) to = - i i c) œ = 1+—i d) m = 2i 
2.2 1 1 

2. Dant la suite de l'exercice on considère aeî" et on pose 0 = arg(^ +(ûi) avec eeJ-ujit]. On 

considère les pointi 4(2;0)et M0(3;0) Pour tout n e F on pose =f„(Mll)et on dér'gne 

z.l'affixede M,,. 

a) Vérifier que Zj =^+ooi puu calculer z1 en foncuon de ^ 
2i 

b) Prouver que pour tout n e N on a : 2=2+1 —-— 1 
^2cm6 ) 

e1*® 

[I.5ptl 

c) Pour tout n e N on pose VB = [zn — 2|. Montrer que la suite (V,) est géométrique puli dotent ncr 

les valeurs de 0 pour lesquelles la suite ( V. ) est convergente 

d) Pour tout n e F on pose : dB = 'M M;+1| Montrer que d, = y tl puis calculer, en fonction de n 
■ 

la jimme S,, =rA , en donner une interprétât on géométrique. 
k-ig 

dPO 

(0,5pt) 

(0 5pt) 

'0,5pO 

Exercice 215 pointsl 

On considère, la fonction numérique i., définit par: 1,(1)=^—— où n est un entier naturel. Soit Cu 

sa courbe représentative dan^ un repère orthoi inr.o (0;T,j). 
e« 

, 1 .a) Dresser le tableau de vanation de f# où r, (x) - ■■ . 
1 + e* 

b) Montrer que C0 admet deux asymptotes horizontales que l'on déterminera. 

c) Montrer que le point £1(0,^) est un etntre de symétrie de la courbe C0 puis con truire c0. 

2.a) Ventler que pour tout reel x ; f,(x)-ï0(-x). En déduire une transformation géométrique simple 
qu. permet de construire Cl à partit de Ct 

b) Vérifier que pour tout réel 1 : fi(i)^l-f0(x) En déduire une transformation géométrique simple 
qm permet de construire Cj à parar de Cc 

c) Construction ^ à partir de Cg dam le repère précèdent 

3. On pose pour toui entier naturel n - r f.fxjdx 

aj calculer U0 et Uj. 

bl Prouver que pour tout entier naturel n>l on a ; 0 < LB < —. En aeauire lim U,. □ -1 ■ -»+■ 

dpt) 

(0,5pt) 

(0,5pt) 

tO.Spt) 

(O.Spt) 

fO^Spl 

(0,5pt) 

(O.Spt) 
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4. On pose p juï tout entier naturel non nul n : v, = l - ■ ^ et V0 -1. 

Soit S„-v, + v1+...+v,. 
aj Vérifier que p aur tout entier naiurel n non nul on a llnti + U, = ] VB |. 

b) Prouver que pour tout entier naturel n non nul on a S, -Lu [ = 1 Un+] |. En déduire Uni Sn. 

Exercice 3 fS points) 
Dans le plan orienté on considère un tnang' ôquilatéral \BC de sens direct et de cote a Soit G le 
centre de gravité de ce triangle et soit D le symefnque di A par rappor* à C, 
1. Faire une figure illustrant les données précédentes. Elle sera complétée au fur et à mesure, 
2.a) Prouver qu'il existe unn unique rotation rqui transforme A m C et B en D. 

b) Préciser un angle de r et détermin r son centre F puis le lacer sur la figure. 
3. Prouver que les points A, B, D et E sont cocychques, préciser le centre et le rayon de ce cercle 
puis le construire. 
4. Soit s la similitude directe de centre B et transforme D ai C. 

a) Déterminer un angle et le rappe rt dé s 
b) Dé erminer l image du triangle BDE par s os. 

5. On pose f — ros et gr-snr. 
a) Préc' îcr et construire f(B), f (E), g(B) et g(A). 
b) Déterminer la nature et les éléments caractéristiques de f et g 

c) Démontrer que les cercles de uiamètres respectifs AG], [bc], [cf] 3t [db] ont un point 
commur Quelle est la particularité de ce point ? 

Exercice 4 (6 noints> 

On considère la fonction numérique définie par : r(x) = 2x-3+li x ~2
1
1+2j et soit (C) sa court"- 

représentative dans un repère orthonormé. 
1.a) Vérifier que l'ensemble de définition de f est IR*. 
b) Calculer Unvffx), interpréter graphiquement; 

c) Calculer Um f(x) et limf(x). 

d) Montrer que (C) admet deux asymptotes dont l'une notée D est oblique. Etudier la position 
relative de (C) et de D. 

2.a) Calculer f'(x) puis venfier que f'OO-—* --<(>00 où 9 est une fonction strictement positive 

oour tout 1 a 0 à déterminer 
b) Dresser le tableau de vanation de f. 
c) Démontrer que l'équation f(x) = 0 admet trois solutions distinctes a, p et y dont on donnera un 

encadrement d'amplitude 5x10"'. 
d) Construire (C). 

.3. On se pr< pose dans cette question ae calculer l'aire S du domaine délimité par la courbe et les 
dront s d'équations respectives : y = 2i-3, x = 2 c: x=>l+>/3. 

a) Vérifier que pour tout réel x on a : 2z~4 „—2x~2. +   . 
x —2x+2 x —2x + 2 l + (x-l) 

b) Calculer A= **'* dx. 
J2 x -2x+2 

c) En po sant x « 1 + ta* t pour tout t e [ 0;—[ ; calculer B =    dx. 
L 2L A l+fx-l)1 

d) Déduire de ce qui précédé le calcul de l aire S exprimée en unité d'aire 

Fin 
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Everdce ! {3 points) 

Soit la fonction f définie sur IR par f (x) = x+. On note (C) sa courbv représentative uans un 

epère orthononné (0;i,J)d'imité Icn 
1. a) Dresser le tableau de variation de f. 

b) Démontrer que f réalire une bijection de IR r,ur un intervalle J que Ton déterminera. 
2 Démontrer et interprete.1 géométriquement chacune des relations suivante 3 
a) Uni (f(x)-(i+l)) = 0 ; 

b) liin (f(x)-x) = 0 ; 

cJVieR; i^f(i)£x+l ; 
d) Vxe R; f(-x)+f(x) = l ; 

e) f(—0,7)xf(-0,6)<0. 

3. Construire la courbe (C). 

e xercice 2 <3 points) 

Pour tout -nt r naturel n € IN' ou pose : U,, - ^ xJ fin x)" dx. 

3e* +1 
1 .a) Démontrer en utilisant une intégration par parues que : U, = . 

16 
b) Montrer que la suite (U,, ) est décroissante et positr 'e Que peut-on en aeduire ? 

2.a) Montrer, m utilisant une intégration par parties, que pour tout n ^ 2on a 4lJa +nUn.., = e'". 

b) En déduire le calcul de U, et U,. 
4 „4 c e 

3.a) Démontrer que pour tout entier n e IN* on a; ^ Un 5 . 
' H v n+S " n+4 

b) En déduire Gm U et lim (nll ). 
m- y i— ■ 

Exercice 3 (4 points) 
DansTens' oble des nombres complexes C,on pose; P(z) =z3-(5+6i)zï+(-4+l4i)z+8-8i 
1 a) Calcuiei P(l). 

b) Résoudre l'équat on P(z) = 0. 

2) Dans le plan complexe muni d'un repère orthononné direct (0;u,v)( on considère quatre points 

A, B, C et G tels que zA=2i, zp = 1, G = bar{(A,2),{B,-2),(C,-l)} et = 6 

a) Calculer l'affîxe zc du pomt C et momxer que le trianult ABC est r ctangle en A. Placer les 

points A, B j C et G sur la figura (i pt) 
b) Déterminer puis construire les ueux ensembles F, et F, des points M du plan deunis par 

M e F, <=> 2MAi - 2MB1 -MC1 = -10 > (o^ pt) 

M 6 F, <=> MA1 - MB1 - -5 (0.5 pt) 
c) Que peut-on d.re à propos de la position relative des deux ensembles F, et Fj ? (0,2? pt) 

[^TUccalaurcit 200? Sewlon Normale Epreuve de Malhématiquei Séria j_C Si TMGXl  1/2 

J 
/\llll£licîi UU DclCCcllclUICcU INclLlUIlcll ivictLiicniciLiques» / ocucs : ^ OC iiVIOiVI iriN /iVli /ZU1Z - ZU1J) ZJ) 

Séries : C & TMtiM 
Epreuve: 'lathématiqncs 

Durée; 4 heures 
Codlident; 9 & 6 

d PO 
(0,5 pt) 

(O^Spt) 

(0^5 pt) 

(0^5 pt) 
(0,25 pt) 
(0,25 pt) 

(0^5 pt) 

(IPO 

(0.5 pt) 

(0,5 pt) 

(0,5 pt) 

(0^5 pt) 

/045 pt) 

(0^ pt) 
(1,25 pt) 



Exercice 4 (4 pointsJ 

1) On considère la fonction u définie sur ]l;+oof pai u(x) = —. 
. , . . ,ni dPO 

Dresser le tableau de vanation de u. 
i 

2) On con: dére la fonction f définie pur]l;4«[ par ; f(x) = en<1> = c"11 

Démontrer que f est strictement décroissante sur ]!;+*[ et dresser son tableau de van au on (i pt) 

3) Pour tout entier naturel ne IN* on pose; Fn(x)= (^'"fftjdt = [* i^'dt où xe M 

a)Montrerque Vxellj-H»[; nf(x+n;^F (x)<:nf(x) . En déduire lim F (x). (O.Spt) 

b) Montrer que Vx>0; e'>l+i , En déduire que; Vt>l; 0<lnt<t—1 . (0.5 pt) 

c) Montrer qur : Vie ]!;+«>[; Fll(xj-n>ln^X+l1^ Endéduue limF1,(x). (ft,5 pt) 

d) Dresser le tableau de variation de Fu ^0'25 

e) Tracer une allure de la courbe représ mtative de la fonci on F, daiu. un repère orthonorme 

(0;i,i) , (cas n = l). 
(0.25 pt) 

Exercice S (6 points; 
Dans le plan orienté, on considère un triande \BE direct rectangle et isocèle en A Soient F et 

G les points tels que le quadrilatère AEFG soit un carré direct. Les points 1,0 et C sont les milieux 
respectifs dés segments[ABJ,[BE]et[EA]. Le point J est le symétrique del par rapport a O. 

La) Fa..e une figure illustrant les données précédentes (On pourra prendre (AB) horizontale;. (i pt) 
b) Démontrer qu'il existe une unique rotauon r qui transforme A en B et E en A. (1 pt) 
c) Deienruiier l'angle et le centre de r (0,5 pt) 
d) Déterminer r(J). (0,25 pt) 

2.a) Démontrer qu'il existe une unique simil.tude directe s qui transforme ( en A et A en B. ■ (0,5 pt) 
b) Déterminer 1 angle et le rapport de s. (0,5 pt) 
C/ Montrer que s(E) -Get déterminer l'image du carré COJt par la similitude directe s. (0,75 pt) 

3) Soit A le centre de la similitude s. 
a) Montrer que le point A appartient aux cercles de diamètre j [ JF], [EG], [CA] et [ AB]. (O)''5 P'I 

bi Démontrer que le; deux cercles de diamètres [ JF] et [ AE] jonl tangents en A (0,25 pt) 

4. On considère les deux cercles F et F' passant par A et de centres respectifs Aet B, Soit D 
Tintersecu >n de ces deux cercles autre que A. 
a) Démontrer que s(r) = F', En déduire que les points A. A, B et D sont cocvcliques, (0,25 pt) 
b) Soit M un point de F distinct de A et de D . On pore s(M) = M'. Démontrer que les points 
M, M*et D sont alignés (0,25 pt) 

Fin. 
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exercice 1 (4 points) 
Dans l'ensemble des nombres complexes C, on pose 

P(2) = z' - (4+8i)22+(-16 + 20l)z + 24+8i. 
La'* Calculer P(2i). 

b) Déterminer les complexes a et p te's que pour tout complexe 2 on a: 

P(2) = (2-2i)(2î-rct2+p) puis résoudre l'équation P(z) = 0. 

2) Dans le plan complexe muni d'un repère c rthonome cO;u,v), on considère les points \ !t 

B d'affixes respectives zA - 2+2i et zD —,2i et h cercle F de (Lamètre [OAJ 

Soit M un point v<uiable appartenar au cercle F et distinct des points 0 et A On considèi j les 
deux triangles AEM et OMF directs, isocèles et rectangles rei pecuvement en A et en O On 
désigne par G le centre de gravité du triangle OAM et or appelle e, f , g et m les afnxes 
respectives des points E, F , G et M. 
a) Construire une figure, et démontrer que, quelque soit le point M choisi sur le cercle F, on a 
lm-l-i| = s/2. 

b) Ecrire en foncuon ae m chacun des nombres complexes e, f et g . 

c) Démontrer que le milieu H du segment [EF] est un point de F indépendant de la posiaon du 

point M sur F. 
d)Détennjner et représenter les lieux gcométnquef des points E, F et G lorsque M décrit F. 
e) Préciser la posit on oe M pour laquelle la droite (EF) est tangente au cercle F. Déterminer 

alors l'affixe du point E 

(0,5pt) 

dpt) 

dpt) 
(0,75pt) 

(OOSpt) 
(O^Spr) 

(0,25pt) 

Exercice 2 (4 points) 
1. Soit (U,,) la suite définie par : 

uo = « «o 1 + x 
fl x-. 
 ïdx, ne. 0 14-v 

a) En posant x-tant, ou te 
"f 

'"l+x 

montrer que U0 = 
Jt 

b) Montrer que (U,) est posiave et décroissante en déduire qu'elle est convergente. 

1 
c) Montrer que pour tout entier naturel n un a : U1+1 + lJn = 

2n+l 
en déduire U, et U2. 

ûj Donner un encadrement de U,, qui pf rmet de caicuhr la limite de Un puis calculer lim Un. 

2.*Soit (Y,) la suite définie par : 

V0 = fWl + x-KJx 

Y, = ^(2n+l)xjltln(l+x2)dx, ne N' 

(0,75pt) 

(0,75pt) 

Ofpt) 

(O^pt) 
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à) En utilisant une mtegiation par parues démontrer que pour tout entier naturel n 2 0 on a. 
V=ln2-2U B+l " 

b) En déduire la valeur exacte de .mV + l)dx 

c) Déduire de ce qui précède les variations de (Vn) et la valeur de lim V,,. 

(O^pt) 

(O^pt) 

fO^pt) 

Exercice 3 (4 points) 
Inx 

1. Soit f la fonction numérique définie sur Rt par ffx) = —r- . Dresser le tabieau de variation 
x 

de f et trader sa ^ourbe représentative dans un repère orhonormé (0;i, j). 
lu ^ 

2. Soit r la fonction numérique définie sur R par fk(x)- —;—kx où kest un param'tre 
x 

réel, k£[(^l] etsoit (Ck) sa courbe repiesentative dans le repère (0;i,j). 

a) Calculer lim fk (x) et lim rk (x). En déduire les équations des asymptotes éventuelles à (Ck ). 

b) M itrer que l'équation : 1-kx -2lnx = 0 admet, dans jK' , une unique solution ak et que 

1 £ ak £ s/e. 

c) Calculer fk(x) et dresser le tableau de variation de fk. 

3.a) Etudier la position relative des courbes (Ck) et (Ck,) où k et k' sont deux réel; avec 

0 S k < k ' £ 1. 
b) Sur la figure ci-dessous on a représenté les courbes (Ck) pour 

k € {0; 0,2; 0,4; 0,6; 0,8; 1} Reconnaître celle qui représente (C0), (C0^)er ). 

(0,75pt) 

(0,75pt) 

(O^pt) 

(O^pt) 

(O^pt) 

(O^pt) 

2 ■ 

1 ■ 

4. Soit lVlk le noint oe (Ck) en lequel la tangente est horizontale. Les points Mk sont situés sur (0,5pt) 

ia courbe (F) (voir figure ci-dessus,», donner une équation cartésienne de (F). 
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Kxereice 4 (4 points) 

Dans le plan orienté on considère un carre ABCD ae sens direct de cote a, (,a > 0). 

Les points E, F, G et H sont définis respectivement par. AÉ = ^ AB, BF = ^-BC, CG = ^CD 

et DH =—DA. 
3 

1. Faire une figure que l'on compléttia au fur et à mesure (on prendra(AB) horizontale) 
2 a) Montrer qu'il existe une unique rotauon r telle que rf A) = B et r(E) =■ F. 

b Déterminer un angle et le centre de la rotation r, 
c) Montrer que EFGH est un carré et "alculer son aire en fonction de a 

3. Soit s la similitude dire ne de centre O qui transferme A en E 
a) Montrer que s(Bl = F puis déterminer s(C) et s{DÎ 
b) Calculer le rappert de s. 
c) Soit a une mesure de l'angle de s déterminer la valeur exacte de cosa. 

4. Soient I, J, K et L les points définis par 
I l'intersection des segments [AG] et [BH] 

J l'interscciion des segments [BH] et [CE] 

K l'intersection des segments [CE] et [DF] 

L l'intersection des segments [DF] et [AG]. 

a) Montrer que IJKL est un carrt 
b) Montr rque K = bar{(D,4);(F,9)} = bar{(C,7);(E,6)}. 

c) En déduire l'aire du carré IJKL en fonction de a 

exercice ô (4 points) 

Dans le pian orienté, on considère un triangle équilatéral ABC direct de coté a, (a > 0), 
So.ent Det Eles images respecuves de A et B par la symeme de centre C. Soit I le milieu du 
segment [BC]. 

1. Faire une figure (qui ;ra complétée au fur et a mesure) illustrant les données précédentes. 
2.ai Démontrer qu'il existe une unique similitude directe s, de centre B et qui transforme D en A. 

b1 Déterminer l'angle et le rapport de s, 
c) Soit M un point de la droite (DE) distinct de D et de E Déterminer le lieu géométrique du 

poini M' image de M pai sl. Construire M' à partir d'un position uonne» de M sur (DE) puis 
démontrer que les pointsM' M. B et E sont cocycliques qu' qm soit la posiuon de M sur (DE). 
3. Soit Sj ia similitude directe qui transforme I en B :t Ë en D. 

a; Déterminer l'angle et le rapport de s2. 

b) Déterminer le centre d. s,. 

4. Onposef = 8! os,. 
a) Montrer que f est une similitude directe puis donner son angle et son rapport. 
b) Montrer que le centre de f est le point d'intersection du cerclé de diamètre [BE, avec un 

deuxième cercle F que l'on déterminera. Con-auirc ce centre 

(0,5ptj 

tfKSpt) 
(OjSpf1 

(O^pt) 

(0,7Spt) 

(0,25pt) 
(O^Spt) 

(O^Spt) 

(0^5pt) 
(O^spt) 

(0.75pt) 

(O^pt) 
(O^pt) 

(0,75pt) 

(O^pt) 

(O^pt) 

fO^Spt) 

d^Spt) 

I 
Fin. 
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Exercice 1 (4 points) 
Le plan est muni d'un repère orthonormé direct. On considère le 
triangle direct ABC d'angles aigus et de centre de gravitéG. On 
construit les trois segments [AA'], [BB'] et[cc'] tels que; 

[1] 

[2] 

[3] 

AA' = BC et (BC, AA'^-fln], 

BB ' = C A et (CÂ,BB',) = ^[27t], 

CC'= AB et (AB, CCf') = — [Itî] 
2 

On note a,b, c, a', b' et c' les affixes respectives des points A, 
B, C, A', B' et C. On considère la rotation vectorielle p 

d'angle — , 
2 

L'objectif de cet exercice est l'étude de la configuration précédente en utilisant deux méthodes. 
A) Dans cette partie on se propose de démontrer, par deux méthodes, que les triangles 
ABC et A'B'C sont de même centre de gravité, 

' • Méthode 1 : Utilisation des nombres complexes 
a) Montrer que : a ' = a - ib + ic. 
b) Ecrire b' et c' en fonction de a , b et c. 
c) En déduire que les triangles ABC et A'B'C sont de même centre de gravité. 

2. Méthode 2 : Utilisation d'une rotation vectorielle 
a) Vérifier que p(ÂA' + BB' + CC')= 6 ■ 
b) En déduire que GA1 + GB' + GC = 5 ■ 
c) En déduire que les triangles ABC et a'B'C sont de même centre de gravité. 

B) L'objectif de cette partie est de construire le triangle ABC connaissant le triangle A'B'C 
1. Méthode 1 : Utilisation des nombres complexes 

c — b ' 
a) Démontrer que = i, en déduire la nature du triangle A'B'C, 

c-a' 
b) En déduire les deux résultats similaires au résultat précédent. 

2. Méthode 2 : Utilisation d'une rotation vectorielle 

a) Démontrer que<p^CB'J = CA', en déduire la nature du triangle A'B'C . 

b) Donner les résultats similaires au résultat précédent. 
3. Construire, en le justifiant, le triangle ABC à partir d'un triangle A'B'C donné d'angles aigus. 

(0,5 pt) 
(0,5 pt) 

(0,25 pt) 

(0,5 pt) 

(0,25 pt) 
(0,25 pt) 

(0,5 pt) 

(0,25 pt) 

(0,5 pt) 

(0,25 pt) 
(0,25 pt) 
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Exercice 2 (S points) 
Dans le plan orienté, on considère le losange direct ABCD de centre I tel que IB = 2fC = la ■ 

On désigne r, le cercle de centre c et de rayon CI = a et par r2 le cercle de centre B et de rayon BI = 2a • 
1.a) Faire une figure (On pourra prendre (BD) horizontale). (0,5pt) 

b) Placer sur la figure précédente les points E et F tels que : ËB + 2ËC = 0 et FB ~ 2FC = 6 ■ (0,5 pt) 
MB 2. On considère l'ensemble r, des points M du plan tels que :  = 2 ■ 
MC 

a) Vérifier que les points I, £ et F appartiennent à r, • (0,5pt) 
b) Déterminer puis construire l'ensemble r3 • (0,25 f" 

3. Montrer qu'il existe une unique rotation r qui transforme c en B et A en I. Déterminer l'angle 
et le centre [i de cette rotation. Placer Q sur la figure. (0,75 pt) 
4.a) Montrer qu'il existe une unique similitude s qui transforme c en B et A en D ■ (0,25pt) 

b) Montrer que s(i) = I. (0,25 pt) 
c) Donner les éléments caractéristiques de s ■ (0,5 pt) 
d) Montrer que s{rl ) = r2 - (0,25 pt) 

5. On pose f = h o r , où h est l'homothétie de centre b et de rapport 2. et r 'a rotation définie en 3). 
a) Montrer que f = s • (0,25 pt) 
b) Donner la forme réduite de s . (0,25 pt) 

6. Soit s' une similitude directe qui transforme r, en r,. 
a) Montrer que toutes les similitudes s' sont de même rapport k' que l'on déterminera. (0,25pt) 
b) Déterminer le lieu géométrique des centres des similitudess' • (0,25pt) 
c) Dans le cas où s1 est une homothétie, donner les positions possibles du centre et les valeurs du rapport 

de cette homothétie. (0,25 pt) 

Problème (11 points) 

Partie A 

Soit f la fonction de variable réelle x définie par : f(x) - In 
x~l 

;xeIR-{0;l}. 

Soit c sa courbe représentative dans un repère orthonormé direct (O; i, j) d'unité 2cm . 

1.a) Calculer iimf(x), Unif(x), lim ffx)et lim f(x) ■ Interpréter graphiquement ces limites. X-FÛ *-*1 X—>—oo X-F-H» 
b) Déterminer f'(x) où f est la fonction dérivée de f . 
c) Dresser le tableau de variation de f . 

2.a) Pour tout x appartenant à IR-{0;l} .montrer que f(x) + r(l - x) - 0 .Interpréter ce résultat. 

b) Tracer c dans le repère (O; i, j). 

kx 
3. Pour k e M' on définit, sur M - fO:l|, la fonction f par : fk(x) = In    i. J x x-1 

Soitc,, sa courbe représentative dans un repère orthonormé (O; i, j) d'unité 2cra ■ 

a) Montrer que le point fij' i..|n]u! J est un centre de symétrie de Ck • 

b) Montrer que Ct est l'image de C par une transformation simple que l'on déterminera. 

k 

(IPO 

(0,5pt) 
(0,5 pt) 
(0,5 pi) 

(0,5 pt) 

c) Que peut on dire des courbes Ck et C_tl ? 

(0,25 pt) 

(0,5 pt) 

(0,25 pt) 
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d) En déduire que si |k| * |k'|, alors Ck et Ck,. n'ont pas de points communs. (0,25pi) 
e) Dresser, en utilisant 1), le tableau de variation de la fonction ft, (le cas où k = e), et construire sa courbe:,(0,5pi) 

4. Soit h la restriction de f sur l'intervalle 1 = ] 0;l[. Ce qui signifie que h(x) = In ^ . 

a) Montrer que h cst une bijeclion de I sur un intervalle j que l'on déterminera. (0,5 pi) 
b)Soit h"1 la fonction réciproque de h ■ Dresser le tableau de variation de h"1, Expliciter h~'(x). (0,5 pt) 
c) Montrer que l'équation h(x) = x admet une unique solution « . Vérifier que 0,5 < a < 1 ■ (0,25pt) 

Partie B 

Soit g la fonction de variable réelle x définie par : g(x) = 
e'+l 

;xeIR. 

1 ,a) Donner l'expression de h o g(x) . pour tout réel x ; où h est la fonction définie au A 4). Interpréter, 
b) Déterminer g'(x) où g' est la fonction dérivée de g puis déterminer les réels a et b tels que ; 

VxelR, g'(x) = a 
e" +1 

+ b 
e 

e" +1 

c) Vérifier que : VxelR, g"(x) = g'(x) ~ 2g(x)g,(x). 

2. Pour tout entier naturel non nul, on pose I„ = fs-Wd. où a est le réel trouvé en A.4.c) 

a) Calculer Jj. 

11 1 b) Montrer que ; VnelN'.ona In+1 -In =-^—-a" j. 

c) Montrer que la suite (In ) est décroissante et positive, que peut on en déduire ? 

3.a) Montrer que : Vn 6 IN* > £ I„ S a"'*1. 

b) En déduire : lim I . 
X-ï+çO 11 

t. a) Montrer que : ïn = -ln(2(l-a)) + £~l~(xkl- 
k*l 1^ V J 

1 ( 1 
b) En déduire; lim y*— -—-a' 

(0,5 pt) 

dpt) 

(0,5 pt) 

(0,5 pt) 

(0,5 pt) 

(0,5 pt) 

(0,5 pt) 

(0,5 pt) 

(0,25 pt) 

(0,25 pt) 

Fin. 
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En rcice 1 (4 points) 
Dan? le pian oriente P r on considère Je carré direct ABCD de centre O cl de coté a (a > 0 ) 

Oc note E le symétrique de C par rapport à D. 
I .a) Construire le carre puis déterniiner l'ensemble des points M du plan P dan-: chacun 
des cas suivants : 

«    ,, O,\"0 
■MeF, O-|MA —MB + MO = a 

MeFj oMAï-MBI + MCî=a1 

Me F, «(m-Mi~^).(2MÂ^2MB + MC) = o 

Me F, o (MA- MB -ME| = (MD -Âïc([ 

b) Quel constat peut on faire à propos de ces quatre ensembles. (8,21 pt) 
2. Pour tout réel k, on définit l'application du plan P dans lui-même qui à tout point M 

du plan asrocic Je point M' tel que; MM ' = MA - MB + (l - k).MC 

a) Pour quelles valeurs de k. l'application f, est me translation? Détennirier aiois son vecteur. (0,5 pr) 

h) 0 n suppose que k e K ' \ {l} Montrer que f, admet un unique point invariant Q, .Reconnaître 

- '■ J ,-: et dniner ces éléments caractéristiques. ,(î7- , . 
\u, /Q yv/ 

-Q iJ '.:-ii-tï-tci e! construiic le lieu géométrique des points n, lorsque k décrit R*\(i}. (o,$pf} 

a) feur k = - ; détermine: et construire k lieu géométrique du point G centre de gravité du 

trianck DMM' lorsque M décrit ie cercle F de diamètre [CE]. l 

Fxercjce 2 (6 points) 
.Oans ie pian orienté., on considère le carré direct ABCD de centre O et de coté a (a > 0 ). 

.1 ; Jr et h les milieux respectif? des cotés fABjr fBC] r fci)] et [DA], 

J .a) Foi; c; une figuie (On poima prendre (AJB) horizontale). ^ {, 
h) Montrer qu'il existe une unique rotation r qui transforme A en Q et r en K f02ïJi 
c) Déterminer l'angle et le centre de cette rotation. QV 

2.a) Vénficrque r = S,„.. oS . =S oK m --koj) Oon fi>A) (lx) ■ (O.Spt) 
l ) lin fiéduirc la nature et les éléments caractéristiques de g telle que : g cS(Lf)oS(L(;(. (0.Spr) 

.U) Montrer qu'il existe une unique similitude directe Si qui transforme O en I et c en B (0,25 p,) 

Ii) Dcti.imiiicr Je rappoti cl .Tanele de t . 
" 1 (8,5 p{) 

<-] Vmiicr fine ; s fAi ~ A 
. (0,25 pr) 4. ..on ^ la sinuîitudc directe qm transforme A en O et B en D . 

Vj ! létc rmincir le rapport et Pane Je de s,. ^ ^ 
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b) Montrer que te centre T de Sj, appartient au cercle (Cj ) de centre C et de rayon CD et au cercle 

(C2) de diamètre [AB]. Placer T . fû,S pt) 

S. On pose h = s; =5"' ; pour tout point M du plan pu pose s, (M) = M ' et s^M) = M " . 

a,) En utilisant h , montrer que le milieu F du segment [M rM "] est un point fute que Ton 

déterminera. En déduire que le quadrilatère AM 'OM" est un puralléiogramme. (<K s pt) 
b) Montrer que s, (O) = L. (0,25ptj 

c) En déduire que les points A. F, T et L sont cocycliques. (0,25pr) 
b.a) Déterminer la position des points M ' et M " dans chacun des cas suivants: 
M = A , M = F, M = T et M = L . (0,5 pr) 

b) On suppose que M est distinct des points A, L, F et T . 

Montrer que (MM1, MF) = — + (MA, MF) [tc] . {<>, 25 pr) 

c) En déduire l'ensemble F des points M du plan tels que les points M , M' et M " soient 
alignés. Tracer F. (0,25pt) 

Problème (10 points) 
Partie A (5 points) 

Pour tout entier naturel n 00 définit la fonction f sur R+ par ; fn(x) ~ x—n tnx . 

Soit C sa courbe représentative dans un repère orthononné direct (O; î, J) d'unité2cm , 

1. Pur- cette question on suppose que n = 1, et pour tout x de R+ on a ; ^(x) = x-1d x 

s ( ' ul- 1 lin; f f>). Donner une interprétation graphique. * (0,25 pr) 
l -O' 

P Calculer timf^.v) ; lim ; lim(f1(x)-x) . Donner une interprétation graphique. (0,75 pr) 

t:) Dresser le tableau de variation de f) . fP 75 po 

d) Tracer C, dans le repère (O; î, j). {0.2ï pn 

?.. Dans cette question, on suppose que n S: I . 
a) Dresser le tableau de varialion de fn. (0,5 pt/ 

b) Déterminer les points communs à toutes les courbes Cr] ^ puis étudier les positions relatives de C,, ^ Cri,, ■ (0,5pr) 

j ) Montrer que les tangenies aux courbes Cn points d'abscisses xrj - e passent par un point 

commun que l'on déterminera. (0,25 pt) 
On considère les points M0: M, et M„, de même abscisse x, et appanenant respectivement 

aux courbes C^, ■ Cj et C,, ■ 
a) Vérifier que pour tout x>0 on a : fn(x) "f0(x) = n(fJfx)-ffl(x)) . (0,5 pt) 

b) En déduire que : M^M,, . (0,25pf) 

c) Tracer C0 dans le repère précèdent et donner une méthode georaétrique simple pour la 

construction de C , point par point, à partir de C(l et C( • Constiuire la courbe Cz dans ce repère. (0,5 pr) 
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famé H ^ puintsj 

Soit g la fonction de variable réelle x définie par : 

' W ï x > 0 e(x) =—i '■ 
^ f^x) x-ln* 

g(0) = 0 

Soit r la courbe de g dans un nouveau repère orthonormé (O; i, j) ^^ 

La) Déduire de A.Le) que le domaine de définition de g est D1 = [0,-wol. 

b) Montrer que la fonction g est continue sur Dt. (0,25 pt) 

2.a) Calculer um g(x) • Donner une interprétation graphique, 

/ \ ■ u- (0'SPlï 
b) Calculer Um - - Donner une interprétation graphique. 

■-+o* x (Q,Spi) 
3.a) Calculer g'C^) Pour x > 0 . 

b) Dresser le tableau de variation de g pois construire sa courbe 1 . lu x 1 

4. A partir d'un encadrement de g(x) sur riiiteival3c[l;e] ; démontrer que : Vx e [l;e] ona 0^-^- ■ fWJ 

5. Pour tout entier naturel n , on définit la suite numérique (U„)par ; 

XJn rz P0Ur n > ^ et = il 

a)Calculer U0 et U,. 

b) Montrer que (Un) est positive et décroissante. Que peut on en conclure? 

t) Montrer que pou, tour entier naturel t. > . o.t a , 0 S U. S ^ ■ En déduire Inn U. - fW! 

6) On pose 1 - f'a{>.)dx - f-) " l»"1"101" =">itr™",rd S- ' U" + " ' r J i Jl x - In x 

(0.25 pt) 

(0,25 pt) 

a) Montrer que : Sn - J 

1 
>inl 

In x 

x 

1 

-dx 
(0.25 pt) 

(0,25 prj 

(0,25 pt) 

b) Montrer que : J ~ S,, = f -— ''x . Jl x - In x x -x / 

c) En utilisant B.4). monlrer que : D < I - S,, < I n déduire que : hm S.. = 1 . 

1 <0,25 pi) 
d) Montrer que : Sn < 1 ^ Sn 

+^LÔ" 

e) Pour quelles valeurs de n ; cs( une \ ah ur approchée de I à H) 
(0,25 pt) 
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Répubtique Islamique de Mauritauie 
Ministère de PEnseignement 
Fondamental et Secondaire 

Direction des Examens et de l'Evaluation 
Service des Examens 

Exercice 1 (4 points) 

Honneur - Fraternité - Justice 

Baccalauréat 

2006 

Session normale 

Séries : C & TMGM 
Epreuve: Mathématiques 

Durée: 4 heures 
Coefficients: 9 & 6 

Dans un plan muni d'un repère oithonormé direct (O; i, j), on considère la parabole (P) de foyer 
F(0,2)et de directrice la droite (D) d'équation : y = 4. On désigne par (A) la droite parallèle à (D)et 
passant par le point F. 
1. Soit M un point de(P) d'ordonnée inférieure strictement à2 etH le projeté orthogonal de M sur(A) , 

a) Montrer que ; MF — MH = 2 . 
b) En déduire que le cercle de centre M et de rayon MH est tangent au cercle de diamètre [AB] où A et 

B sont les points d'intersection de (P) avec la droite (A). 

2.a) Trouver une équation de (P) dans le repère (O; i, j) puis tracer(P) . 

b) Soit (Dtn)une droite variable d'équation y=mx + 2 où m est un paramètre réel. La droite 

(Découpe (P) en S et T . Montrer que, le milieu I de [ST], appartient à une conique fixe (P1 ) dont on 

donnera une équation dans le repère {O; i, j). 

3. Soit l'ellipse (E) d'excentricité e = ^ ^ foyer F(0,2)et de directrice associée la droite(D). 

a) Justifier que (P) et(E) n'ont aucun point commun. 

b) Trouver une équation de (E) dans le repère (O; i, j) . 
c) Déterminer les sommets de(E), son deuxième foyer F' et sa deuxième directrice (D') . 

d) TracerF', (D') et (E) dans le repère(0; i, j), 

Exercice 2 (5 points)   
Lan -, le plan orienté, on considère le carré direct ABCD de centre O. On désigne par I, J et K les 

milieux respectifs de[AB], [AD] et [bc], 
1. Montrer qu'il existe un seul antidéplacement f qui transforme Den A et J en I. Vérifier que 

f = S(IJB) ° t— où t— est la translation de vecteur JK et S(DB) est la réflexion d'axe(DB) . 

2. Caractériser l'antidéplacement f : 
a) En décomposant convenablement la translation t— 

b) En exploitant l'écriture complexe de f dans le repère oithonormé direct (A; Al, AJ) 
3. Montrer que : f(A) = B 

4. On pose : g = S(Ai) o f . Montrer que g est un déplacement que l'on caractérisera. 

5. Soit S la similitude directe qui transforme D en O et C en I. 
a) Donner le rapport et un angle de S . 
b) Préciser s[(BC)3 et S[(BD)J , en déduire S(B). 
c) Montrer que : S{A) = J . 
d) Soit Q le centre de S. Montrer que les points £2, I, B et C sont cocycliques. 

6.a) Donner la nature de S = S et préciser ses éléments caractéristiques. 
b) En déduire que Q est le barycentre des deux points (B, 1) et (J, 4)puis construire £3, 

7. Soit E le point du plan défini par; BE = 2BA et soit S' la similitude directe de centre Bqui 
transforme C en E . Caractériser S o S' et montrer que £ÎE = 2£2D et que (£2E) _L (QD). 
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Problème (H points) 
Partie A 

Soit f la fonction de variable réelle x définie par ; 

e" 

f(x) = e1" +1 
- ln(l - x) 

2x 

x > 0 

x < 0 

Soit(Cf ) sa courbe représentative dans un repère orthonormé direct (O; i, j)d'unité 2cm . 
1. Etudier la continuité def en 0 . 
2. Justifier que f est dérivable sur]- o[ et sur [O, + oo[. Donner la valeur de la dérivé à droite de 0 . 

3. Soit h un réel strictement négatif. On définit sur]- ao, o] la fonction u par ; 

flna-hl + h"! 2 
u(x) = x -ln(l-x)~x 

a) En utilisant le théorème des accroissements finis, montrer qu'il existe un réel C appartenant à ]h, 0[tel que : 

ln(l - h) + h 1 

2(c ~ 1) 

b) Prouver que : lim 
ln(l - h) + h 1 

hrtO" h 2 
c) Prouver que f est dérivable à gauche en 0 et donner la valeur de la dérivé à gauche en 0 , 
d) f est elle dérivable en 0? 

4.a) Calculer f'(x) pour x > 0 . En déduire le sens de variation de f sur [0, + <=o[, 
b) Calculer f'(x) pour x < 0 . 
c) Pour x < 0, on pose : v(x) = x + (1 - x)ln(l - x). 

Etablir le tableau de variation de la fonction v puis déterminer le signe de f'(x) pour x < 0 . 
d) Dresser le tableau de variation de f en y précisant les limites de f en + oo et en — oo . 

5. Tracer la courbe (Cr)dans le repère précédent (O; i, j). 

Partie B 
1. Justifier que f possède des primitives sur [0, + oo[, 

r r Hn(tan *) 
2. Soit la fonction G définie sur I = |7i/4, it/2[ par : G(x) = f(t)dt. 

a) Calculer G{7t/4) et G'(x) pour tout x de I. 

b) Prouver que : Vx e I, G(x) = x - 7c/4. 
c) Soit P un réel positif, justifier l'existence d'un unique réel a de 1 tel que : p - In(tana). 

d) On suppose que si P tend vers +oa alors a tend vers—. Calculer en cm1, l'aire A(P) de la partie du 
2 

plan délimitée par la courbe(Cr), l'axe des abscisses et les droites d'équations x = 0 eîx = ppuis 

calculer lim A(p). 
P-^+w 
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Partie C 
Soit g la restriction de f sur [o,+ <«[. 

1 .a) Montrer que g réalise une bijection de [o, + co[ sur un intervalle J que Ton déterminera. 

b) Tracer, dans le repère précédent (O; i, j), la courbe (C^ , ) représentative de g 1. 

c) Déterminer g-1 (x) pour tout x de J . 

2. Pour tout entier naturel non nul n , on considère les fonctions hn et kn définies sur ]" 0[par: 

h.,(x)= J/et kn(x)= JpVontJdt. 

a) Calculer h, (x) et lim h^x) . XI—i-œ 
b) Montrer, à l'aide d'une intégration par parties, que pour tout entier naturel n > 1 : 

hn+100 = ^ [mV Nf (x))]"'- h (x) et k„ (x) = -L- [f(x)]"+1   (x)]"+1-1). 
2 2 n + 1 (n +1) 

c) Montrer, par récurrence sur n , que la fonction hn admet en - oo une limite finie non nulle Ln . Montrer 

n! 
que : Vn e IN*, L^C-l)"^. 

d) Montrer que ; lim kn (x) ■ 1 

par : 

(n +1)2 

Partie D 
Dans cette partie on se propose de calculer la limite de la suite {Sn ) définie ci-dessous. 

1 " 1 1 1 1 
Pour tout n > 1, posons u =   etSn =1 + V u, =1+ — + — + —r, 

(n + 1)2 ' 2 3 n 

On définit la fonction®, dérivable sur [0,7t/2]et dont la fonction dérivée est continue sur [0,7x2] 

t2 

 1 
®(t) = Jî  te]0,Ji/2] et ®(0) = -l. 

sint 
1. Sans calculer®'(t) , justifier l'existence d'un réel M tel que : |0'(t)|<M, Vte[o,Ji/2]. 

n 
2. Pour tout entier naturel non nul n, on pose: !„ = Jf®(t)sin((2n + l)t)dt. 

-1 If5 

a) En intégrant par parties, montrer que : I „ = 1 12 ®' (t) cos((2n + l)t)dt. 
2n +1 2n +1 J" 

ii 1 51 
b) Montrer alors que ; I ' < (1 H—M) et en déduire que : lim 1=0. 1 (2n +1) 2 ni-^+aû 

3. Soit x un réel de ]0,7i/2] et soit n un entier naturel non nul . 
n 

a) Exprimer la somme ^e1'21"1', en fonction de n et x (où i est le nombre complexe vérifiant : i2 = —1 ). 

(0,5pt) 

(0,25pt) 

(0,25pt) 

(0,5pt) 

dpt) 

(O^pt) 

(0,25pt) 

b) En déduire que : ^ Cos(2kx) = 
sin((2n + l)t) 1 

k=1 2smt 2 
4.a) A l'aide de deux intégrations par parties, montrer que ; 

n . 2 f 1 
VkelN*. f2( 1) cos(2kt)dt = —- 

Jo n 4k2 

b) Déduire que Sn = 2In H et calculer lim S 
5 n;h+-KO 

(0,25pt) 

(0,5pt) 

(0,5pt) 

(0,5pt) 

(0,25pt) 

(0,25pt) 

(0,5pt) 

Fin. 
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République Istanuque ae mauntaoïe jioadei - Fraternité Jurtjee 
Ministère de l'Enseignement «arral nrÀ^r 
Fondamental et Secondaire ■aCCalaUl 

Iiirecdon des Examens et de l'Evaluation 2006 
Service des Examens Session complémentaire 

Exercice 1 (S points) 

Séries ; C & TMGM 
Epreuve: Mathématiques 

Durée: 4 heures 
Coefficients: 9 & 6 

Le plan complexe (P) est muni d'un repere ortt.ononmé direci (o;u,vj ; 
• a est un nombre réel strictement positif ; 
• A est le point de coordonnées (a;0) ; 
• (D) est la droite d'équation x = a ; 

• f est une fonction réelle strictement positive de variable réelle t, définie sur ji/2,7i/2[. 

Pour chaque vaieur du paramètre t, on note s, l'application de (P)dans {P)quî à tout point M d'affixe zfait 

correspondre le point M, = s,(M)d affixe z, telle que: z, =f(t)(cost + isinf)z . 

1.a) Quelle est la nature de l'application s, ? Donner ses cléments caractéristiques. (0,Spt) 

b) Donner les équations analytiques qui définissent st et celles qui définissent s"1 par rapport >|o;u,vj (sj"1 est 

l'application réciproque des, ).(0 'pi> 

2. Dans cette question, on pose : f(t) = —^— pour tout te]- Jt/2,7t/2[. 
coït 

a) Montrer que si M ^ O alors V t g ]- njl, */2[, le triangle OMM, est rectangle en M .(H, 5pt) 

b) Le point M étant fixe, quel est l'ensemble F(,M) décrit par M, lorsque t décrit ]~ i/2,7i/2[?r9, 5p(l 

c) Montrer que l'image de !a droite (D)par s, est une droite (D()doat on donnera une cquation cartésienne 

dépendant seulement de a et de tan(t) .(OJpO 

3. Dans cette question, on pose : f(t) = cos i pour tout t e }-V2,V2[- 

a) Montrer que si M & O alors V tG]-ii/2,7t/2[ le triangle OMM, est rectangle en M, .(0,2Spi) 

b) Le point M étant fixe, quel e;t l'ensemble F'(M) décrit par M, lorsque t décrit ]-7t/2,it/2[7('W,25/>fJ 

4. On suppose toujours que f(t) = cost mais avec t * 0. On pose A, = s,(A). 

a) Donner une mesure de l'angle ^AM, A, M j.fO.Sp/j 

b) Soit H, le point d'intersection des droites (AM) et (A.M, ) Montrer que les points O, H,, A et A, sont 

cocycliques. '0, tyo 
c) Montrer que les points O, H,, M et M, sont cocycliques. Quelle est la projection orthogonale de O sur la 

droite (AM)7 (0,SptJ 

d)Soit (D,) l'imagv de la droite (D)par s,. Montrer que, lorsque tvarie, (D,) passe par un point fixe (bSpiï 

Exercice 2 wînts)   

On considère, dans l'ensemble des nombres complexes, l'équation suivante (E.) (iz)Mz + 21)" 
ou n est un entier supérieur ou égal a 2. 
La) Déterminer et écrire sous forme trig^nnmétrique les solutions Zj et Zj de l'équation (Ej), où z, est la solution 

tedeque; Retz,)< Q.(O.Spi) 

b) Posons ; u = —^pz,. Montrer que : Vp e IN, (u)1* + (u)" = 2ci j où u est le conjugué de u.) (O.Spt) 

c) On considère l'application f définie de l'ensemble des nombres complexe sur lui-même par ; 

f(z) = ^CÎz')coSf^ 
p-o v ^ y 

Montrer que f(z) = ; [(l + uz)L + (l + uz )' ( ■mu) 

d) Résoudre, dans l'ensemble les nombre-, complexes, l'équationf(z) = 0 .{tKSpt) 
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2. On considère dans le pian complexe muni d'un repère orthonotme direct );ia, vj les deux points A(—21) et 
M(2) où z est un nombre complexe 

a) Montrer que si i esi solution de (E,, ) alors OM = 'V.M ■ASpi) 

b) En déduire que toute solution de (E, ) peut s'écrire sous m forme a - i ou a est un réel. (O.Spt} 
3.a) Résoudre, dans l'ensemble des nombres complexes, l'équation (E ).(O.Spt) 

b) Montrer que les solutions de ^E, ) peuvent s'écrire sous la ft. mu,. 

zk=~i + ian 1 où ke{o, 1,n-l}.r<i,5pry 
U n ; 

Proplème (Il points)  

Partie A 

Soit f la fonction numérique définie par' f (x) 

U) Oétermtner l'ensemble D de définition de f 
b) Montrer que f est une fonction impain (0,5pt) 
c) Dresser le tableau de variations de f .<o,Spt) 

d) Tracer la courbe représentative (C) de f dans un repère orthonorme d'unité 4 cm .(0,Spt/ 
2.a) Montrer que f réalise une bijection de D sur IR .iOJSpi} 

c1 - e"" 
b) Soit g la réciproque de f Montrer que pour tout réei x, ç(x) = —   .(0,Spt) 

e +e" 

c) Tracer la coucha représentative (C ) de g dans le repère (O; i, j) .(f>.5p0 
3. Dcierminer I ure de la partie du plan comprise entre ics deux courbes (C)et (C) et située dans le carré défini par : 
-l^x^l et 

Partie B 

Pour tout emier naturel n et pour tout réel x ^ 0, on pose : I„(x) = £[g(f )]" dt et on convient que [«(t)]0 =1 

1.a) Justifier l'existence de I,(x), Vn e IN et Vx à 0 ,(ê,spt) 

b)Calculer I0(x)et ïi(x),(0,Spt) 

c) Montrer que Vp ^ 1 et Vx ^ 0 - on : 0^ r,p(x)s xtgfx))2" 'O.Spt) 

d)Déduire que Vx 2:0, la suite (I2ll(x)) est convergente et calculer sa limite, (0,5pt) 

2.a) Vénfier que : Vt e 1R, on a : g'(t)«/,SpO 

b) Montrer que - VnelN et Vx 2:0, on a : ln+3(x) = I, (x) [gfxjf1*1 .(O^pt) 
n +1 

c) Déduire alors que Vp et Vx ^ 0 ^ on a : 

IJr(x)=X-| g(x)) +j(g(x))J +,. +-p
l —(gt*))2"' (O.Spt) 

d) En utilisant les questions précédentes, calculer ; lim ph44« 
i ifiV ifiV i riV1"1 

3 + i ,3]+'"+2p-i[3j 
(O.Sptj 

Partie C 

Soit ta la fonction numérique défin.e sur ]— I ; ifprr h(x) = ^ dt. 

l.a) Justifier la définition de h sur ]-1 ; îf.fljpj 

bi Montrer que : Vt 6 IR\{-l;l}, —-—j ~ a ——— + où a, b et c sont deii réels à déterm.iiei. (O.ipt) 
1 t Jl^t l+t 

c) En déduire que ; Vx 6 ]-1; l[, h(x) = —x + f(x) où f est la fonction définie dans la partie A. (0.25pt) 
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la «"«M H « construire » courbe représemucive (C") clans un nouveau repère onhonorrnè. i,.,, 

erqïer V» ^0 e, Vk e IN" , on a ln x 5 1 , + k 

<K 
i 

cJuLreqoer Vk e IN^" ^ In veh < fn k », w. ^r. r0"^ ■ ■ Inxdx ^Itik etque Vk e 1TS , £ 3 In xdï < ln(nî) ,71.^, 

2 

Juireique: Vbpiraf !„(„!)> (n + i) Ill(n + 1) + 2 

l 2 2 

.Ja.^:iî;sùi;te:deflniq s:ur-IN^par: tJn - lii(n;)-.(n + 1) In(n) + n , 

er.que -VneTN-, U,, - Un.M = (2n + 1 

2n + 1 
{IKJ.y-fj 

r er .que: V h" s ' LN ', . n ^ ~ 1 n 2 >(,j.v>o 

re aiqrs qïic.la suite ftî' ) 
' ' ' V "-^nelW est convergente. 

Fin, 
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République Islamique de Maur oie 
Ministère de PEducation Nationale 

Direction des Examens et de l'Evaluation 
Service des Examens 

Honneur - Fraternité - Justice 

Baccalauréat 

2005 

Session normale 

Séries : C & TMGM 
Epreuve: Mathématiques 

Durée: 4 heures 
Coefficients: 9 & 6 

Exercice 1 (4 points) 

Le plan complexe est muni d'un repère orthonormé ^D; n, v) . 

1. On pose : P(z) = z3 - (5 + Tijz1 + (-6 + 26i)z + 24 - 24i où z est un nombre complexe, 
à) Montrer que l'équation P(z) - 0 admet une solution imaginaire pure. 
b) Résoudre, dans l'ensemble des nombres complexes, l'équationP(z) - 0. 

2. Soient les points A, B et C images des solutions de l'équation P(z) - 0 avec|zA| < |zB| < |zc|. 

a) Placer les points A, B et C. Montrer que les points O, A, B et C sont cocycliques. 
b) Calculer l'affixe du point G barycentre du système$(0;5),(A;-3),(C;4)}.Vérifier queGest le 

milieu de [Ab]. 
z ~ 2 

c) Déterminer et représenter l'ensemble C des points M d'afflxe z telle que le nombre   
z -4i 

soit imaginaire pur. 
3. Pour tout point M du plan on pose (p(M) = SMO2 - 3MA2 + 4MC2 et rt l'ensemble des 
points M tels que (p{M) = k où k est un réel. 

a) Discuter, suivant les valeurs de k, la nature de rk. 
b) Reconnaître et construire r60, 

4. Soit f l'application qui à tout point M(x,y) d'afflxe z associe le point M'{x',y') d'afflxe z' 

3z - z 
tel que : z' = ,( z est le conjugué de z ) et soit F le cercle d'équation(x — 1) + (y — 2) = 5. 

a) Ecrire *' et y' en fonction de x et y. 
b) Donner'une équation cartésienne de l'ensembler' image du cercleFpar l'applicationf . 
c) Montrer que F* est une ellipse dont on déterminera le centre, les sommets et l'excentricité. 

5. Représenter F et F' sur la figure précédente. 

Exercice 2(6 points) 

Soît n g IN" et soit f, la fonction numérique définie pour tout x de]0,+oo[ par: fn(x): Inx 

on désigne par (C,,) sa courbe représentative dans un repère orthonormé d'unité 5cm . 

1. Dresser le tableau de variation defn. 

2.à) Montrer que toutes les courbes (€„) passent par un point fixe A, dont on déterminera les 

coordonnées et que ces courbes (CB ) admettent la même tangente en A . 
b) Etudier la position relative de (C„) et (€„,,). 

c) Soit M,, le point de {C„ ) en lequel la tangente est horizontale. Montrer que tous les points 

Mb sont situés sur une branche d'une courbe dont on donnera une équation. 
3. Tracer (C3). 
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.. .. , -yi , In 2 In 3 in n 
4 .Dans cett4 question on pose ; f = fj et pour tout n>2 :SB=^f(k) = —+... + —— 

h-2 2 3 n 

Inn 

fk+l 
a) Montrer que pour tout k>2ona: f(k r 1) < f(x)dx < f(k) 

b) Montrer que pour tout n > 2 on a . Sn - < ^(xjdx < Sn 

rn Inn fn 

c) En déduire que pour tout n > 2 on a ; J_!f(x)dx + —^ S,, < J2f(x)dx + 

d) Calculer JJf (x)dx, en déduire que la suite (Sn ) est convergente. 

. o , InfîVe) , InfdVë) e) On pose lim »„=/., montrer que —i L < A < —4—. 
"-»+«> 8 8 

In 2 

Problème (10 points) 
Dans le plan orienté, on considère un carré direct ABCDde coté a. 

Soit M un point variable du segment [AC] Soient E, F, G et H les projetés orthogonaux 

respectifs de M sur{AB}, [BC], [CD] et [Da] Dans tout le problème, M est distinct de A etdeC. 
L'objectif de ce problème est l'étude de quelques propriétés de la configuration précédente. 

Partie A 

Dans cette partie, on se propose de démontrer par deux méthodes que lorsque le point M 
varie sur[AC], les droites (DM), (CE) et (AF) d'une part et les droites (BM), (CH) et (AG) 
d'autre part restent concourantes. 
1. Faire une figure illustrant les données précédentes que l'on complétera au fur et à mesure. (On 
pourra prendre AB = 8cm et la droite ( AB) horizontale) 
2. Utilisation d'homothéties 

Pour une position donnée du point M sur [AC], on désigne par P le point d'intersection des 

droites (AF) et (CE). On considère deux homothéties h, et h^ de même centre P telles que 

h, transforme A en F et h 2 transforme C en E. 
a) Déterminer l'image de la droite (AD) par hj ; 
b) Déterminer l'image de la droite (BC) par h2 ; 

c) En déduire l'image de la droite (AD) par h, => hj ; 

d) Déterminer l'image de la droite (DC) par h, «h,, 

e) En déduire que, quelque soit la position de M sur [AC], les droites (DM), (CE) et (AF) 
restent concourantes, 
3. Utilisation d'une rotation vectorielle 

On considère la rotation vectorielle (p d'angle^, 

a) Prouver que 9(DE) - AF. En déduire que les droites (DE) et (AF)sont perpendiculaires. 

b) Trouver (p(DF) et (p(DM). En déduire que, quelque soit la position de M sur [AC], les 

droites (DM), (CE) et (AF) sont concourantes. 
4. Déduire de ce qui précède, en utilisant une réflexion appropriée, que quelque soit la position de 
M sur [AC], les droites (BM), (CH) et (AG) restent concourantes. 
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Partie B 

Soient 1,, r2, r3 et r4 les cercles de diamètres respectifs [FM], [ME], jGA] et [ch] 

On se propose dans cette partie, de démontrer que lorsque le point M varie sur[AC], les cercles 

F F 1 1 ' 2 ' Fj et F, restent concourants. 

1. Pour une position donnée du point M sur [AC], on désigne par Q le point d'intersection de 
(DM) et (EF). 
a) Prouver qu'il existe une unique similitude directes de centre fi qui transforme M en F, 
b) Déterminer l'angle de s et montrer que s(E) - M. 

2. Déterminer l'image du carré AEMH par la similitudes. 
3. En déduire que lorsque le point M varie sur[AC], les cercles Fj, r2, Fj et r4 restent 

concourants, 
4. Sur la figure précédente, déduire un ensemble de quatre autres cercles qui possèdent la même 
propriété. 

Partie C 

Dans cette partie on se propose d'étudier un ensemble de carrés. 
1. Sur une nouvelle figure placer les points O,. 02, I et J milieux respectifs des segments 

[cm], [am], [bm] et [dm]. Montrer que le quadrilatère O, JO ,1 est un carré et que son aire est 

constante quelque soit la position de M sur [AC] 

2. Déterminer le lieu géométrique du point J lorsque M varie sur [AC]. 
3. On considère les deux points S et T tels que le quadrilatère SGTH soit un carré direct. 

a) Montrer que lorsque M varie sur [AC], alors le point S reste fixe puis le placer sur la figure, 

b) Déterminer et représenter le lieu géométrique du point T lorsque M varie sur [AC] 
4. On poseAE = x avec 0<x<a. Soit f(x) l'aire de la partie délimitée par les deux carrés 

O^OjI et SGTH 
a) Calculer l'aire du carré SGTH en fonction de x et a. 
b) Ecrire f (x) en fonction de x et a . 
c) Quelle est la position du point M pour laquelle la surface commune f(x) est minimale ? 

Partie D 

Dans cette partie on considère que le point M est fixé au centre du carré ABCD. On se 
propose d'étudier deux tangentes communes à deux coniques: la parabole îPde sommet H et de 

directrice (CD) et l'ellipse 2: de foyers A et B, et de longueur du grand axe av'2 . 
1 a) Faire une nouvelle figure, déterminer le foyer de montrer que B appartient à fP. 
b) Montrer que M est un sommet de l'ellipse j&. Construire les autres sommets et justifier la 

construction, 
2, Montrer que la droite (FH)est une tangente commune à Pti £. 
3. Soient (A) la droite passant par F et orthogonale à (AF) et (A') la droite passant par Bet 

orthogonale à (BD)et soit N le point d'intersection de(A)et (A'). 
a) Montrer que (A) est une tangente à ^et déterminer leur point de contact, 
b) Montrer que (A) est la tangente à £ en N. 
c) Représenter £ et fPsur la figure. 

Fin. 
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République Islamique de Mauritanie 
Ministère de l'Education Nationale 

Direction des Examens et de l'Evaluation 
Service des Examens 

Honneur - Fraternité - Justice 

Baccalauréat 

2005 
Session Complémentaire 

Séries : C & TMGM 
Epreuve: Mathématiques 

Durée: 4 heures 
Coefficients: 9 & 6 

Exercice 1 (4 points) 
Dans l'ensemble des nombres complexes, on considère l'équation (E) d'inconnue z : 

z1 - 2z +1 - eZi8 =0 où 0 est un paramètre réel appartenant à [0,27c[. 

1.a) Résoudre l'équation (E) et on note z, et z1 ces deux solutions. 

b) Discuter suivant les valeurs du paramètre 6, le module et un argument de z, et de z2. 

2. On considère le plan complexe muni d'un repère orthonorrné (O;u,v) et soient M, et M2 les 

deux points d'affixes respectives z, et z2. 

a) Montrer que lorsque 0 décrit [0,27i[ alors les points M ,61 M 2 décrivent un cercle F de 

centre A(l,0)dont on déterminera le rayon, et que la droite (M(M2)passe par un point fixe que 
l'on déterminera. 

7C 
b) Représenter M,et M2 sur F, dans le cas où 9 = . 

3. Pour tout entier naturel n tel que n > 2, on considère l'équation(E„ ) d'inconnue complexe z ; 

(z -1)" - eîte =0 où 0 est un paramètre réel appartenant à [o,2ïï[ . 

a) Déterminer les nombres (zk ) solutions de l'équation (En). 

b) Montrer que z0 + z, H— + zn_, = n , 

c) Montrer que les points Mk d'affixes zk appartiennent au cercle F, 

d) On pose Sn -fMjMj +- - + Mn,1Mn. Calculer Sn en fonction de 0 et n, puis 

montrer que lim Sn =2n, interpréter cette limite. 

Exercice 2(5 points) 
Dans le plan orienté, on considère un triangle direct ABC rectangle et isocèle en A. Les 

points I, J et K sont les milieux respectifs de [BC], [ac] et [ab] . Le points D l'image du 
point K par la réflexion d'axe (AC). 
La) Faire une figure illustrant les données précédentes que l'on complétera au fur et à mesure. 

7C 
b) Soit la rotation r de centre A et d'angle —, déterminer r(B) et r(J). En déduire que (B J) et 

2 
(CD) sont perpendiculaires. 

71 1 
c) Soit la similitude directe s de centre A, d'angle — et de rapport —, déterminer s(B)et s(C). 

2 2 
En déduire que (BC) et (DJ) sont perpendiculaires. 
d) Déduire de ce qui précède que J est l'orthocentre du triangle BCD. 

2. Soit F le point d'intersection des droites (BJ) et (CD). Montrer que les points A, D, F et J 

sont cocycliques et que les points A, B , C et F le sont aussi. 
3. On considère le cercle F, circonscrit au triangle ABC, Pour tout point M du plan, on pose 

s(M) = M'. Déterminer le lieu géométrique du point M' lorsque M décrit F,. 
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4. Pour tout point M du plan distinct de A, on désigne par N le milieu du segment [MM']. 

AN / ■ —• \ 
a) Calculer et montrer que l'angle lAM, AN I à une mesure constante a lorsque M varie. 

AM ' 

b) Vérifier que cos a 
o 

c) En déduire que le point N est l'image du point M par une similitude directe a que l'on 
caractérisera 

d) Déterminer et construire, sur la figure précédente, le lieu géométrique F de N lorsque M décrit F, . 

Problème (11 points) 
Partie A 

Pour tout entier naturel non nul n et pour tout réel x on pose: 
Sn(x) = l-x + x2 +--+(-l)nxn 

1 .a) Donner une primitive de la fonction Sn sur IR. 
b) Démontrer que pour tout x =£ -1 et n > 2 on a: 

1 {-l)nxn 

1+x 1+x [1] 

2.a)En déduire que : 

Vx > -1, Vn S 2 ; 

b) Déduire de [2] que: 

Vx > 0 ; 

in(l + x) = x~-x2 + - +^—x" +(-l)n [ —dt [2]. 
2 n 1 t 

X--X2 £ ln(l + x) 5 X--X2 +ix3 

2 '23 

Vxe x-—x2 + —x3 < ln(l + x)< x-—x2 

2 3 2 

[3], 

W. 

c) En utilisant [3] et [4] démontrer que: lim 
. ln(l + x) - x 

Partie B 

On considère la fonction numérique f définie par : 

f (x) = ) x e ]-1,0[ u ]o,+oo[ 
X 

[f(0) = 1 

La) Montrer que f est continue au point d'abscisse x0 = 0. 

b) Montrer que f est dérivable en x0 = 0 puis calculer f'(0). (On pourra utiliser A.2.c)). 

2. Soit la fonction numérique u définie par : u(x) = x - (x +1) ln(x +1). 

a) Etudier les variations de u et montrer que ; Vx > -1, u(x) < 0. 

b) Vérifier que : Vx e ]-l,o[u ]û,+oo[, rw.-HW- 
X (x + 1) 

c) Dresser le tableau de variation def. 
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Partie C 

g(x)=f(-)-xln{ii^), 
X X 

X =* 0 
On considère la fonction numérique g définie par ; • 

U(0) = 0 

et soit (C) sa courbe représentative dans un repère orthonormé (O; i, j). 

La) Montrer que g est définie sur D = ]- oo,-l[u [o,+oo[. 

b) Etudier la continuité et la dérivabilité de g à droite du point d'abscissexfJ = 0. 

2.a) Calculer g'{x) puis vérifier que g est croissante sur D. 
b) Du tableau de variation de f, déduire celui de g, 
c) Construire la courbe (C). 

3. On considère la transformation a du plan dans lui même qui associe à tout point M(x,y) le point 

[x* = —x ~ 1 
M'txSy'Jtel que: ■{ 

[y'^y 
On pose ct(C) = (C) et soit h la fonction numérique dont la courbe représentative est (C), dans 
le repère précèdent, 

a) Déterminer l'expression de h(x) et vérifier que h(x) = g(-x -1), 
b) Du tableau de variation de g déduire celui de h. 

c) Vérifier que o est la réflexion d'axe à d'équation x = —-. Déduire la construction de (C) à 

partir de (C) dans le repère précèdent. 

4) Pour tout entier naturel n > 2 on pose U=fl + —j ;V0-fl + — 
V V " 

a) Montrer que pour tout n â 2 ; g(n) < 1 < h{n), en déduire que Un < e < Vn. 

Cl,. 
b) Montrer que pour tout n > 2: 1 < — < 1 + —, en déduire lim U „, 

Un n 

c) Montrer que les suites (L n ) et (V,,) sont adjacentes. 

Fin. 
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^ar.ri'eplan orienté, on considère un carré direct ABCD de centreO et de cote a ■ 
Soient 1, J.Kel L Us milieux respectils des segments [ab]. [BC], [CD] et [DA] e soi 
l'intersection des droites (AJ) et (DI) - -j t 

Ubiectif de cet exercice est l'étude de quelques propriétés de la configuratmii preccdente 
,, Faire une figure illustrant les données précédentes que l'on complétera au fiir et a mesure. (O 
ooiiira prendre AB = a = 8cm et la droite (AB)horizontale) 

ï Etude d'une rotation ^ . 

a) Montrer qu'il existe une unique rotation r, qui transforme^A en I et J en D . 

b) Soit H le quart de tour vectoriel direct, montrer qucR(AJ) = ID , en déduire 1 angle de la rotation r, . 

c) On se propose, dans cette question de déterminer le centre O- de la rotation r, par trois méthodes . 
i) Méthode 1 : Montrer que les points Q, A , H et I d'une part etJ. ^et 

D d'autre part sont cocycliques en déduire une construction de Q. 
ii) Méthode 2 : Déterminer r, (L) puis tyor, (L) et monter que Q appartient à (EL) en 

précisant sa position sur (ÏL) 

iii) Méthode 3 : Déterminer une droite (A) telle que r, = S(aCjOS(A) , (où S est la 

réflexion par rapport à l'axe associé) puis déterminer deux réels a et y tels que fi 

soit le barycentre du système ((A,a);(C(y)}. 

3. Caractérisation de quelques transformations et étude de leurs actions sur le rectangle ABJE,. 
a) Déterminer r, (B). Déduire des questions précédentes rimage du rectangle ABJLpar r,. 
b) Soit g l'antidéplacement qui transforme K en J et laisse C invariant. Reconnaître g et 

oréciser l'image du rectangle AB JE, par g 

c) Soit rj la transformation définie par : = S(JL3oS(AC), 

Déterminer la nature de , donner ses éléments caractéristiques et préciser 1 image du rectangle 

ABJLpar r2. 

Exercice 2: (5 points) 
Dn considère un triangle direct ABCrectangie en A avec AB = 2ACet soient H le milieu du 
segment [AB], Ele symétrique de R par rapport à A . Les points J et K sont les projetés 

orthogonaux respectifs des points AetE sur(BC)et I le projeté orthogonal du point A sur (EK) 
L'objectif de cet exercice est l'étude de la configuration précédente. 
1 Faire une figure illustrant les données précédentes que l'on complétera au fur et à mesure. 

71 
2. On considère la rotation r de centre A et d'angle - 

a) Déterminer r(E), en déduire l'image de la droite (EK)par r. 

b) Montrer que r(I) = J . 

c) Déterminer r(C), en déduire l'image de la droite (BC) par r puis 3a construire. 

d) On pose r(K) = L . déterminer le point Lpms le ccmslruire et montrer que BL = 

3. Soit li l'homothétie de centre B et qui transforme A en E 
Déterminer le rapport de h et montrer que h(J) = K 

(Ot7Spt) 

(CESpt) 

(0,5 pt) 

(0,5pO 

(0,5pt) 

(0,75pt) 

(o.spt) 

(0,5pt) 

(0,5pt) 

Baccalauréat 2004 Session Normale Kiireuve Je mathfmatîqûcr Séries^C & TMGM  

(0,75pt) 

(0,5pt) 
(0,25pt) 

(0,5 pt) 

(0,25pt) 

(0,5pt) 

ITT 

Annales du Baccalauréat National Mathématiques / Séries ; C & TMGM IPN/Mr/2012-2013 46 



4 On pose s = hor et on se propose de caractériser s . 
a) Montrer que s est une similitude directe Donnera son rapport et son angle 
b) Soit Q le centre de s , déterminer s{I) et s(A), montrer que D appartient aux deux cercles 

de diamètre respectif [AE] et [IK] , construire fl. 
5 Soit (P) une parabole de directrice (BC) et qui passe par les deux points A et I 

a) Démonter qu'ils existent deux paraboles (Pj) et (PJ vérifiant la condition précédente, on 

note F, et Fj leur foyer respectif, où est le foyer le plus proche de la directrice (BC) 

Construire les foyers F, et en justifiant cette construction 

b) Construire, en le justifiant, l'axe focal et le sommet de chacune des paraboles (P, ) et 

(Pj)puis représenter (Pj) et (Pj) sur la figure. 

c) Déterminer le foyer, le sommet et la directrice de la parabole (P, ' ) image de (Fl ) par la 

similitude s puis construire {P,1 ). 

Problènie(IO points) 
Partie A 

Soit fnla fonction numérique définie par : 

jfn(iW(l + lnx); x>0 

k(Û.) = 0 

où nest un entier naturel tel que n £ 1 et i est une variable réelle. 

Soit {CB ) la courbe représentative de f, dans un repère orthogonal (O; u, v). 

1. Etudier la continuité et la dérivabilité de fn au point Xj = 0, interpréter géométriquement 

(distinguer le cas particulier où n ~ 1 ), 
2, Etudier les variations de fnet dresser son tableau de variations. 

î..Montrer, par le calcul que toutes les courbes (Cn) passent par trois points communs que l'on 
déterminera. • ' 

4. Etudier la position relative de (Cn) et (C^i) (faire 
an tableau). 
5. Les courbes (E) , (F)et (G) ci-contre représentent les 

fonctions f,, et f,, 

é-ssocier à chaque courbe sa fonction puis justifier votre 
'éponse ( on ne demande pas de reproduire les cette 
àgure). 

i -■ 

; (G) 

(E) 
qv 

^ < 
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Partie B 

Le plan est rapporté à un repère orthonormé (0,i)j) 
-tu ■■) 

Soit le poîni M^x^yjde la courbe (CJ d'abscisse x., =e " , où ti est un entier 
aturel non nul. 

Calculer en fonction de n et montrer que tous les points M11(xn;yn ) appartiennent a une 

sranche de courbe d'une fonction numérique tpque Ton déterminera, 

. Montrer que la suite (xn) est croissante et majorée. 

i. Calculer lim xn et iim y„, en déduire que quand n tend vers n-oo, le point Mn tend vers une 
n * n* n—*hoo 

losition donnée que l'on déterminera. 
Soit U,, l'aire du domaine plan délimité par la courbcfCJ , l'axe des abscisses et les deux 

droites d'équation x - e-1 et x = 1. 
a) En utilisant une intégration par parties, écrire U„ en fonction de n puis calculer Un et 

interpréter graphiquement. 
b) Montrer que la suite (UJ est décroissante et positive, donner une interprétation graphique. 

Partie C 

)n considère la fonction g définie sur ]0;-hio{ parj 
/ 1 1 

" e e 

g(-) = o 
c 

Calculer litn g(x) et lim g(x) puis étudier la coatinuité et la dérivabilité de g au point 
r _ î_* 
e « 

a = - , donner une interprétation géométrique, 
e 

Calculer lim g(x), lim et Iim g(x) puis interpréter géométriquement. 3.-4.4 «] ^ x—VÛ + 

J. Calculer g'(x) puis étudier son signe. 

" . Dresser le tableau de variations de g et construire sa courbe F dans un nouveau repère 

.a) Montrer que pour tout entier naturel n ^ l, les courbes F et (Cn) ont trois points 

d'intersection d'ont deux sont indépendants de n que l'on déterminera et donner les coordonnées 
u troisième point en fonction de n , 
j) Reconnaître le troisième point cité en 5 a). Déterminer ses coordonnés et le placer sur F dans 
es deux cas. n - 1 et n = 2 
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Exercice 1 ; (4 points) _     

Dans l'espace muni d'un repère orthogonal (OtO^O^OK), on donne les points A(2; 
B(3;-5;0) , C(2;5;-4), D(3;2;3) ^ ^ 

l a) Calculer les coordonnées des vecteurs AD, DB, CD . 
b) Montrer que la droite (CD) est orthogonale ^ 

auplan(ABD), 7;: 

2. Soit H le projeté orthogonal du point C sur la 
droite (AB). 

a) Montrer que la droite ( AB) est orthogonale 

au plan (CDH). 
b) déterminer une équation cartésienne du plan 

(CDH) et une représentation paramétrique de la 
droite (AB). 

c) En déduire les coordonnées du point H. 
3.a) Calculer les longueurs AB, CD et DH. En 
déduire le volume V du tétraèdre ABCD (On 

rappelle que V = ^ B, x h; où B, est la base du tétraèdre et hj la hauteur correspondante), 

b) Calculer la distance du point D au plan ABC. 

2 ; ( S points) 
Dans le plan orienté, on considère un triangle équilatéral ABC de côté a (où a est un réel 

strictement positif) et tel que (AB; AC) = 

Soit D le barycentre du système Ja,-!);^,^);^^)}. 
La) Construire D (Prendre a = 3cm et compléter cette figure au fur et à mesure) 

b) Montrer que les droites (BC) et (AD) sont parallèles. 
c) Montrer que le triangle ABD est rectangle en B. 

2. Pour tout point M du plan, on pose f(M) - -MA2 - 2MB1 + 2MC1 

On désigne par (F) l'ensemble des points M du plan tels quef (M) = 0. 
a) Vérifier que le point A appartient à (F). 
b) Exprimer f(M)en fonction des distances MD et a , 
c) Déterminer et construire l'ensemble (F). 

3. Pour tout point M du plan, on pose g(M) = 2MA.DB + a1, 

a) Déterminer et construire l'ensemble (G) des points M du plan tels queg(M) = a2 

b) Soit Ele point d'intersection autre que A des ensembles (F) et (G), donner, en le 
justifiant la nature du triangle ADE . 

c) Donner, en le justifiant la nature du triangle ACE. 
4. Soit s la similitude de centre A et qui transforme B enD. 

3;i), 
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(0,25pt) 
(0,5pt) 

(0,25pt) 

(0,5pt) 

(0,5pt) 

(0,5pt) 

(0,25pt) 
(0,2 Spt) 
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a) Donner l'angle et le rapport de la similitude s. 
b) Déterminer, en le justifiant, l'image du triangle ABC par s. 

c) Soit s 1 la similitude réciproque de la similitude s, déterminer et construire les images 
pars-1 des ensembles (F) et (G), 
Problème : (Il points) 

Le plan est rapporté au repère orthonormal (0;i,j) unité 2 cm. 
Partie I 

1. Soit f la fonction numérique définie sur IR par : f(x) = x - e'-1. 

Soit (C) la courbe représentative def dans le repère (0;i,j). 
a) Etablir le tableau de variation de f . 
b) Montrer que la droite (A) d'équation y = x est asymptote à la courbe (C)et préciser la 

position de (C) et (A). 

c) Tracer la droite(A) et la courbe (C)dans le repère(0;i,j). 

2.a) Déterminer les positions relatives de (C)et de la droite A, d'équation : y = x - 3 . 
b) Calculer l'aire A de la partie P du plan délimitée par la courbe (C) et les droites 

(A0) : x = I et (Aj);y = x-3. 
Partie II 

Dans cette partie, on associe à tout pointM(x,y) son affixe z = x + iy , 

Soit s l'application du plan dans lui-même qui à tout point M(z) associe le point M'tz') tel 

. 1 que : -(1 + i)z + 2 

(0,5pt) 
10,25pO 

(0,25pt) 

(Ipt) 

(0,5pt) 

(0,5pt) 

(0,5pt) 

(0,5pt) 

1 Déterminer la nature de s et donner ses éléments caractéristiques. 
2. Calculer les coordonnées x et y du point M en fonction de x' et y' celles du point M', 
3. Déterminer les équations des transformées par s des droites (A,,) ;x = let, (AjV.y = x- 3 

4. Soit g la fonction numérique définie sur J- oo,2f par g(x) = 1 - x - ln(4 - 2x) et soit (F) 

sa courbe représentative dans le repère (O; i, j) 
a) Si M est un point de (C) et M'= s(M) montrer alors que l'abscisse x' de M'est 

strictement inférieure à 2 et que M' est m point de fa courbe (F), 
b) Si M' est sur (F) montrer alors qu'il existe un point M de (C)tel que M'= s(M). 
c) Déduire de ce qui précède que (F) est l'image de (C) par s. 

Partie III 
1 Dresser le tableau de variation de la fonction g, en précisant ses limites en - oo et en 2". 
2, Soit h la fonction numérique définie sur ]-oo,2[ par : 

h(x) = f (x) - g(x) ^ 2x -1 - e1"1 + ln(4 - 2x). 

3.a) Déterminer le sens de variation de h' sur J- oo,2[ puis calculer h'(1). 
b) Dresser le tableau de variation de h sur } ûD,2[ct calculer lim h(x)et lim h(x). 

c) En déduire que l'équation h(x) = 0 admet exactement deux solutions a et fi sur J-oo,2[ 
avec a < fi et - 0,1 < a < 0 et 1,6 < fi < 1,7. 

d) Préciser les positions relatives des courbes et (F). 

4. Tracer (T) dans te repère(0;i, j) . 

5. Soit P' la partie du plan délimitée par la courbe (F) et les droites d'équations respectives 

y = -x + 1 et x --^.On admet que la partie Pest transformée en P'par s, calculer l'aire 

A'de la partie P'. F'M 

(0,5pt) 
(0,5pt) 

(0,5pf) 

(0,Spt) 
(0,5pt) 

(ipt) 

(0,5pt) 
(0,5pt) 

(0,5pt) 

(0,5pt) 

(0,Spt) 
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^jJl 
REPUBLIQUE ISLAMIQUE DE Mauritanie Honneur-Fraternité - Justice 

Exercicel(4 points) 

MINISTERE DE L'EDUCATION NATIONALE Séries .C & TMGM 
Direction de l'Enseignement SecondaireII | * jt ■ , , , a_ M . m a* AA Sujet :Mathématiques 

Service des examens U 11*1*11 AlmFlTIllIlJ Durée ;4heures 
Coefficients :9&6 

Session Normale 

On considère la fonction f définie sur l'intervalle Jl,-!-®! par : f(x) = et soit g la fonction 

définie pour tout entier naturel n S 2, par : g (x) = T f(t)dt; x > 1 et soit (C ) la courbe n Jx a 

représentative de g dans un repère orthonormé (O; 1, j). a 
1. Dresser le tableau de variations de f. (Ipt) 

2, a) Démontrer que : Vt>l;0 < In t < t - 1 en déduire que g (x) > In ^ J 1 . {0,5pt) 
^ X "' 1 

b) Démontrer que : Vn > 2; g (x) > g (x) en déduire que lim g (x) = -H». (0,5pt) n î n 

3.a) Démontrer que pour tout x > 1 on a; < g (x) < ^ni . 7 M ^ ln(nx) n ln(x) 
{0,5pt) 

g (*) 
b) Calculer les limites suivantes : lim g (x) et lim -n , (0,5pt) x->+» n ^ s->+-5 X \ ■> r f 

4.a) Montrer que pour tout x > 1 on a : g ' (x) = " et dresser le tableau de variations de 
" ln(x)ln(nx) 

la fonction g . (0,5pt) 
If 

b) Construire l'allure de la courbe représentative (C^) de g2 ,on donnera un encadrement de 

l'ordonnée du point £2^ en lequel la tangente à (C^) est parallèle à l'axe des abscisses. (0,5pt) 

Exercice2(5 points) 

* f1 tT*1* 
On définie la suite numérique (U )pour tout n e IN par : U = 1 —- dx et on pose S = V U . 

11 n 1 + c 11 p=i p 

Le but de cet exercice est le calcul des limites suivantes : lim U , lim nlJ et lim S . n—►+■» n n—n-*» a n—►■h® n 

1. Pour tout n e IN* on pose W = ^ — • 
p-i P 

a) Démontrer que ; Vp e IN*; ^ ^ < ln(p + 1) - ln(p) < ^ (1). 

(on pourra utiliser le fait que la fonction x h-> ^ est décroissante sur l'intervalle [p; p + IJ). (0,75pt) 

b) En utilisant la relation (1) démontrer que: Vn e IN*; ln(n + 1) < W < 1 + ln(n + 1) (2) en 

déduire lim W . (Ipt) n —> ■+1*1 n 
* | n n ^ 2. Soit (V ) la suite définie pour tout entier n e IN par ; V = 1-6 et on pose T = V V . 

a) Prouver que Vx e [0;1] ; fr- < —1\ (3). (0,75pt) 
2 l + e 2 
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b) Prouver que : V = e "dx 5 en déduire que :yV+i<tJ < . (0,5pt) 

c) Déduire de ce qui précède lim U et lim nlJ . (0,5pt) 

-P 
3.a) En remarquer que : Vp > 0; 4— < e p, montrer que : 0 < ^ -— < —L- . (0,75pt) 

P p=i P e — 1 
T 

b) En utilisant (2) montrer que : lim T = +oo puis calculer lim " . (0,5pt) n—b+w n ln(n) ' 
c) Que peut on en déduire pour lim S . (0,25pt) 11—*+® n 

Problèmc(ll points) 

On considère un triangle ABC de sens direct et on construit à l'extérieur de ce triangle trois 
triangles ACQ, BAR et CBP rectangle et isocèle respectivement en A, B et C. 
Soient P', Q' et R' les milieux respectifs des segments [BP], [CQ] et [AR]. 

L'objectif de ce problème est l'étude de quelques propriétés de la configuration précédente. 

Partie A 

L'objectif de cette partie est de montrer que les triangles ABC, PQR et P' Q' R' sont de même 
centre de gravité. 

On considère le plan complexe muni du repère orthonormé (O; u , v ) et soient a,b}c,p,q,r, 
p*,q' etr' les affixes respectifs des points A. B ,C. P ,Q, R, P' ,Q' etR'. 
1. Faire une construction illustrant les données précédentes. (Ipt) 

2. a) Montrer que p' = ^ ~ '.c puis écrire q' en fonction de a et c ; r' en fonction de a et b. (Ipt) 

b) Calculer p'+q'+r' en fonction de a, b et c puis en déduire que les triangles ABC et P' Q' R' ont le 
même centre de gravité G d'affixe g. (0,Spt) 
3. Exprimer chacun des complexes p, q et r en fonction de a . b et c puis montrer que les triangles 
ABC et PQR ont le même centre de gravité G. (0,5pt) 

Partie B 

L'objectif de cette partie est de construire le triangle ABC à partir du triangle P' Q' R'. 
1. A l'aide de la configuration de la partie A. 

a)Déterminer le rapport et l'angle de la similitude directe si de centre C transformant Q en A et 

déterminer s^B). (0,75pt) 

b) Déterminer le rapport et l'angle de la similitude de centre A transformant Q' enQ puis 

déterminer s j(R'). {0,75pt) 

2.a) Quelle est la nature de la transformation et = s os^ ? (0,25pt) 

[ P' A = R' Q' 
b) En utilisant la transformation ct démontrer que : {  •  ■ _ (0,5pt) 

|(R'Q' ,P'A) = ® [27!] 

c) Vérifier le résultat précédent en utilisant les affixes des points appropriés (voir partie A). (0 ,25pt) 
d) Quelles sont les relations semblables que l'on peut en déduire? (0,5pt) 
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3, Etant donné un triangleP'Q' R' direct, dont les angles sont aigus. 
a) Prouver l'unicité du point A et le construire géométriquement. (055pt) 
b) Construire les points B etC à partir des points A, P', Q' et R' en justifiant les étapes de la 

construction. (0 ,25pt) 
c) En déduire l'existence et l'unicité du triangle ABC solution du problème à partir du triangle 

P'Q'R' donné. (0,25pt) 
Partie C 

L'objectif de cette partie est l'étude du cas particulier où le triangle ABC est équilatéral. 
1. Construire les triangles ABC, PQR et P' Q' R' dans ce cas particulier. (0,5pt) 
2. Dans cette question, on se propose de démontrer que les triangles PQR et P'Q'R' sont équilatéraux. 

Pour cela on considère la rotation r(G, où G est le centre de gravité du triangle ABC. 

a) Déterminer r(B) et r(C) puis démontrer que r(P' ) = Q' et KQ' ) = R' • (Ipt) 
b) Justifier alors le fait que r(P) = Q et r(Q) = R. (0,25pt) 
c) Conclure. (0,25pt) 

3. Soit a la longueur du côté du triangle ABC. On considère les similitudes directes CTi et de centreG 

telles que : CT[ transforme (B, C, A) en (P', Q', R' ) et oj transforme (B, C, A) en (P, Q, R). 

Dans cette question, on se propose de caractériser les similitudes et puis de comparer les aires des 

triangles ABC, PQR et P'Q'R' 
a) Calculer GP' en fonction de a et déterminer le rapport k] et l'angle 9 de la similitude directe .(0,5pt) 

b) Calculer GP en fonction de a et déterminer le rapport de la similitude directe et donner la 

valeur exacte de cos 0^ où 0î est l'angle de . (0,5pt) 

c) Ecrire les aires des triangles PQR et P'Q' R' en fonction de celle du triangle ABC. (0,5pt) 
4. On pose f = cr^or, préciser la nature et les éléments caractéristiques de f et déterminer les images des 

points A, B et C par f . Que peut-on remarquer? (ù)5pt) 

FIN. 
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République Islamique de Mauritanie 
MINISTERE DE L'EDUCATION NATIONALE 
DllU.f TION DE I 'F NSKK.M.MI M SIX (IMIAIRL 

Service des examens 

Honneur-Fraternité - Justice 

|lCCAlAUilEAT2l|j} 

Session Complémentaire 

Séries .C & TMGM 
Sujet : Mathématiques 

Durée :4heures 
Coefficients :9&6 

Exercicel(5 points) 

Dans Fensemble des nombres complexes C, on considère l'équation (E) d'inconnue z telle que : 

z2 - (4 cos t)z + 4 + 5 sin21 = 0 où t e [0; Tt( est un paramètre réel 

1. Résoudre, dans € l'équation (E). on notera zi et zjes solutions de (E) avec Im(z() > 0 (l,5pt) 

2. Le plan complexe étant muni d'un repère orthonormé (0;u ,v ) ; Soient M! et M^les deux points 

d'aftixes respectives 2| et 2;. 

a) Démontrer que lorsque le paramètre t décrit [0; 7t[ les points Mi et décrivent une ellipse T dont 

on donnera une équation cartésienne. (0,75pt) 

h) Donner tes élément caractéristiques de la courbeF puis la construire dans le repère (0;n ,v). (0,75pt) 

cl Placer sur le graphique les points !VI) et M^pour t = (OiSpt) 

3. Soit f l'application du plan dans lui même qui à tout point M(x; y) d'affixe z associe le point 

M' (x' ; y' ) d'affixe z' tel que z' = —- . 

a) Ecrire x' et y' en fonction de * et y. (0,Spt) 

b) On pose f(r) = F'. donner une équation cartésienne de la courbe F'. vérifier que F'est un cercle 
dont on donnera le centre et le rayon puis le construire dans le repère précédent. (0,5pt) 
t) En déduire une méthode géométrique qui permet de construire l'ellipseF point par point à partir de F' .(0,5pt) 

Exercice2(5 points) 

Dans le plan orienté, on considère trois cercles F , F^ et F^de même rayon et de centres 

respectifs M. N et P. ces trois cercles sont concourants en un point K et se coupent deux à deux en A, 
B et Ctels que: 

- F etF^ se coupent en A et K : 

- F^ et F^ se coupent en B et K ; 

- F^et F se coupent en C ci K . 

1. Faire une construction illustrant les données précédentes. (Ip1) 
2. On pose r = s os . r = s os et f = s os os r I (KBI (KA) 2 (kH) [KO |KB1 (KA) (K() 

ai Déterminer la nature de chacune des transformations r et r . (0,5pt) 

b) Déterminer r (M) et r^M) ; que peut on en déduire 0 (0,75pt) 

c) En déduire que f est une réflexion dont on donnera l'axe. (0,5pt) 

3.a) Montrer que (KA , KB) = (KC , KP) lit] et écrire(sans le démontrer) deux relations semblables.(0,75pt) 

b) Vérifier que (KA, BQ = ~ (7t|. (0»5pt) 
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c) En déduire que K est Forthocenire du triangle ABC. (OiSpt) 
4. Soient F et F^ les deux cercles circonscrits respectivement aux tringles ABC et MNP. 

Montrer que les cinq cercles F , T ; . F^. F^ et F^ sont de même rayon. (0,5pt) 

Problème(tO points) 

On considère la fonction numérique f définie sur (R par ; f (x) = (2 + sin(nx))el+nï où n e IN et n n 
soit (C ) sa courbe représentative dans un repère orthonormé (O; i, j). 

Partie A ; Etude et représentation graphique de la fonction f 

On considère la fonction numérique f définie sur 1R par ; f(x) = f (x) = (2 + sin x)e1+I. 

1 .a) Démontrer que: Vx e 1R; eos x + sin x = -Jl cos(x - ^ ). (0,5pt) 

b) En déduire que: Vx g IR; f ' (x) = (2 + ^2 cos(x - ^-Je1 et que f est strictement croissante. (0,75pt) 

2.a) Démontrer l'inégalité suivante: Vx g IR, e1+' S f(x) < 3el+I [1]. (0,5pt) 

f(x) b> A l'aide de (1] calculer lim f(x). lim f(x)et lim — et interpréter géométriquement. (Ipt) s -+ -<t> x —r +ao x -Ha \ 
3. Dresser le tableau des variations de f et montrer que f réalise une bijection de IR sur un intervalle que 
l'on déterminera. (0,75pt) 

4. Montrer que; Vx e IR; f " (x) = 2(1 + cos \)el+', (0,5pt) 

5.a) Montrer que la courbe (C^ est située entre deux courbes F et F^représentatives de deux fonctions 

que l'on déterminera ( F au dessus de F^ ). f0,5pt) 

b) Déterminer les points de contact de (C) avec F et F^. Montrer que(C ) est tangente à F et F^ en leurs 

points de contact (On dit que deux courbes sont tangentes en un point si elles ont la même tangente en ce point).(lpt) 
6. Construire, dans le même repère (O; i, j), les courbes (C^), F et ripour x e J-rt; rt]. (OfSpt) 

7. Calculer l'aire du domaine limite par la courbe (C ), Faxe des abscisses et les droites d'équations 

respectives x = 0 et x = 1, (Ô,5pt) 

Partie B ; Calcul d'une intégrale 
f I 

On pose : A = f (x)dx . n J (t n 

1. Démontrer que; A = + f'sinlnxte'^dx . (Ipt) 
n n n J n ^ 7 

2 On pose; I = sinlnxle^'^x et J = cos(nx)e<+'"'dx. 

a) En utilisant l'intégration par parties montrer que: 
I _ sinjl e

l+n _ j et j = cosJle1--i + i , (O.ÎSpt) 
un ù n n n n 

h) En déduire I et J en fonction de n. (0,75pt) m n 
3.a) Donner l'expression de A en fonction de n. (0t5pt) n 

b) Calculer et comparer ce résultat avec celui de la question A.7). (0,5pt) 

nK. 
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jLja.jl -Sll ^ 
République Islamique de Mauritanie 
MINISTERE DE L'EDUCATION NATIONALE 
Direction de l'Enseignement Secondaire 
Service des Examens 

Honneur - Fraternité - Justice 

BACCALAUREAT 2002 Session Normale 

Exercicel (4points) 

Séries: C & 1MGM 
Sujet: Mathématiques 

Durée: 4 heures 
Coefficients: 9 & € 

On considère le cube ABCDEFGH de centre 
O et d'arête a ; (a > OUne pas refaire la Figurci, 
1. Montrer que les triangles BED et CHF sont 
équilatéraux. (Ipt) 
2. Soient let J les centres de gravités respectifs 
des triangles BED et CHF. 

a)Prouver que: 

Âl=iÂGetGJ=^GA {0,5pt) 

b) En déduire que: AI = IJ = JG et que O est le 
milieu de [ul. I0,5pt) 

3. Soit s, la réflexion de plan (BAG) et soit s2 la réflexion de plan (DAG) ; on pose f = SjOS 
a) Montrer que f est une rotation puis déterminer f(G) et f(A), que peut-on en déduire? 
b) Montrer que la droite (AG) est perpendiculaire aux deux plans (BED) et (CHF). 
c) Montrer que f laisse globalement invariant les triangles BED et CHF, 
d) En déduire l'angle de f par rapport à un axe orienté dont-on donnera le sens. 

Exercice2 (Spoints) 

V s \ X V\ s \\ N 
v\ C'A V \ S \ \ S \ \. \ \ X •s \ / u \ \ \ X \ \ \ \ V 1 /vl \ \\ \ \\ \ V\ 

x v   
^ ^ \ 

(Ipt) 
(0,25pt) 

(O, 5pt) 
(0,25pt) 

On considère un triangle ABC direct, rectangle et isocèle en A et soit X et F deux cercles 
passant par A et de centres respectifs B et C. Soit G le deuxième point d'intersection de S et F et 
soit D le point de X diamétralement opposé à A . 
1. a) Faire une figure illustrant les données précédantes à compléter au fur et à mesure (On prend 

pour la construction AB = 4cm ). (Ipt) 
b) Prouver l'existence d'une unique rotation r qui transforme Aen Det Cen B, donner ses 

éléments caractéristiques. (Ipt) 
2. Pour tout point M de F, distinct de G on pose r(M) = M'; la droite (GM) coupe X en N'et 

la droite (GM' ) coupe F en N . 
a) Construire les deux points Ret S tels que les deux quadrilatères M'GMR et N'GNS 

soient des carrés, puis déterminer les éléments caractéristiques de la similitude directe s qui 
transforme M en Ret N en S. (0,75pt) 

b) Prouver que la droite (RS) passe par un point fixe lorsque M décrit F privé de G. (0,25pt) 
3. Soit s' la similitude directe qui transforme D en B et B en C ; et soit I son centre. 

a) Déterminer l'angle et le rapport de s'. (Ipt) 

b) Démontrer que (ÏD,ÏB) = (GD,g5) [ti] (l)et (JD.IC) = (ÂD,ÂC) [tt] (2) (0.5pt) 
c) Déduire de (1) et de (2) la position du point I centre de s'puis déterminer la nature du 

quadrilatère ACID. (0,25pt) 
4) On posef = sos' ; montrerquef est une homothétie et déterminer son rapport et son centre. (0,25pi) 
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Problème (llpoints) ^~^>N.B: La partie C de ce problème peut être traitée avant la partie B. 
^ Partie A 
On considère la fonction numérique f définie par; 

f(x) - T"-i xe]0;l[u]l;+Go[ 
Inx 

f (0) = 0 

Soit C0 sa courbe représentative dans un repère orthonormé (0;i, j), (Unité 1cm). 

1. Etudier la continuité et la dérivabilité de f au point d'abscisse x0 = 0 . (Ipt) 

2. Dresser le tableau de variation de f (l,5pt) 
3. Démontrer que C, admet un point d'inflexion dont on donnera les coordonnées, (0,75pt) 

4. Construire C0 dans le repère {0;i,j). (0,75pt) 

Partie B 

Soitfn de la fonction définie surIR* \ k"} par: fn (x) =   où n est un entier naturel et 
- n + In x 

soit Cn sa courbe représentative dans le repère orthonormé (0;i, j). 

1. Démontrer que Cn est l'image de C0 par une homothétie hn de centre O dont on donnera le 

rapport, (0,5pt) 
2. Dresser le tableau de variation de fn .(On pourra le déduire de celui de f ). (0,5pt) 

3. Démontrer que la courbeC11+j de fn+1 est l'image de Cn par hj, (0,5pt) 
1 n  

4. a) Démontrer que Ies deux courbes C„ et Cn,, se coupent en un point Mn d'abscisse x,, = e c (((fSpl) 

b) Démontrer que les points Mn appartiennent à une droite fixe passant par O, (0,25pt) 

c) Construire, dans un même repère, une allure de Cn et Cn+I, en déduire la position relative 
de ces deux courbes ( à résumer dans un tableau). (0,75pt) 

5. Soit gla fonction définie sur IR'+\{e}par g(x) = r~"T —. Comment déduire de C0une 
-1 + In x 

construction de lacourbeF représentative de g (sans étudier g )? Construire C0 et F dans un 

nouveau repère. (0,5pt) 
Partie C 

Soit F la fonction numérique définie par: 

[f(x) = J*1 'f(t)df ; x>l 

[f(1)-0 

où f est la fonction définie à la partie A (le calcul de l'intégrale F(x) n'est pas demandé). 

1. Montrer que pour tout x>lona: e1-1 > xpuis justifier l'existence der(x)pourtoutx > 1. (Ipt) 
e1"1 — \ 1 ' — j 

2.a) Montrer que pour tout x > 1 on a:  < F(x) <  (*), (0,5pt) 
x-l Inx 

b) En déduire que F est continue au point d'abscisse Xj = 1. (0,5pt) 
3. Soit G la restriction de F sur [2; + oo[. 

a) Calculer G'fx) et G"(x) puis montrer que Vx > 2; G'(x) > 0. (0,5pt) 
Q/x\ 

b) Calculer lim G(x) et lim (on pourra utiliser l'inégalité (*)). (0,Spt) 
S—>+00 x—>+cn x 

c) Dresser le tableau de variation de G puis construire une allure de sa courbe représentative dans 
un nouveau repère orthonormé. (0,5pt) 

Fin. 
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Islamique de Mauritanie 
: •L-iTElU: DE L1 EDUCATION NATIONALE 

: rur. de l'Enseignement Secondaire 
v [CF. des.Examens 

Honneur - Frati-rnïtô - 'Jusncc 

BACCALAUREAT 2002 
Session Coinpiémentaîre 

Séries: C & TMCM 
S uj et: M Ai héniit tkî ucs 

Ourèe: 3 huu^eN 
Coertrcient^; k. 6 

Soit 9 un nombre reél tel que 9 6 [0, lu]. 
Résoudre, dans l'ensemble.des nombres complexes, l'équation: z^fficosO^ + lb- 7sin"0 = 0 et 

soient z, et z2 ses deux solutions. (Ipt) 

î- On considère le plan complexe muni d'un repère orthonormé (0;u, v ) unité Icm , 
On note M, et Mz les points d'affixes respectives z, et z2 et soit F l'ensemble des points M, et 
M2 lorsque 0 décrit [0, 2jt]. 

a) Déterminer une équation cartésienne de T. (0,5pt) 
b) Quelle est la nature de F ? Donner ses éléments caractéristiques puis construire cet ensemble 

dans le repère (O; u, v ). (0,75pt) 
3. Soit le point A(0;1) et soit M un point de F. On considère le point G barycentre du système de points 

pondérés {(A,-3),(M,!)}. 
a) Démontrer que lorsque M décrit F alors le point G décrit une ellipse F ' dont on précisera le 

centre, les sommets. (0j75pt) 

b) En déduire une équationcartésienne de F'dans le repère (0;u ,v) puis la construire, (0,5pf) 

c) Peur 9 = —, construire les points M,, M2 ,'G, et G2 sur là figure précédente. (0,5pt) 

Dans le plan orienté, on considère un triangle ABC équilatéral de sens direct. Soit I le milieu du 
segment (BC) et O le milieu du segment [AC] et soit B" le symétrique de B par rapport à O . 

Exerdce2 (Spoints) 

Soit t la translation de vecteur OB et soit r la rotation de centre A et d'angle — ; On pose f = tor . 

(0,75pt) 
(O.Spt) 
(O.Spt) 

a) Faire une figure illustrant les données précédentes puis placer lcs points f(A) = A' et' f(B) = C. 
b) Déterminer la nature du triangle ICO puis préciser f(C) 
c) Caractériser l'application f, en déduire la nature du triangle lAA'. 

2. Soit s la similitude directe telle que 8(0) - Aet S(C) = I. 
Montrer que 8(1) = A' puis déterminer l'angle et le rapport de s. (Ipt) 
3. Soit Q le centre de S. 

a) Démontrer que les points Cl, I, Cet A sont cocycliques et qu'il en est demême des points O,A, 
O et B'. <0,75pt) 

b) En déduire la position du point fï et sa construction. (0.25pt) 
a) Montrer que le quadrilatère ifiOIC est vm losànge. (0,5pt) 
bi Donner un programme de constmction des images du losange OOIC par s2 ~ sos et par s' - sosos puis 

les construire. (0,5pt) 
c) Quelle est la particularité de l'application s6 ? (0,25pt) 

4 

Problème (llpoints) 

X-Erm p vat rncrm, mtuAm 

On considère la fonction numérique f définie pour tout réel x par: f(x) = ■ 
l + x+\ 

Soit C la courbe représentative de f dans un repère orthonormé (0;i ,j), (Unité 1cm). 
< "l > " - ™ _ 

i. .Dresser le tableau de variation de f et construire sa courbe Ç dans le repère (0;i, j). 
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Disciitei-, graphiquement suivants les valeurs du paramètre m le nombre et le signe des solutions, dans IR 
l'équation: mx'+ (m- l)x + m = 0. Opt) 

II"ETUDE: DES tangentes A, UNE COURBE: 
Soit g la fonction numérique définie par: 

fg(0) = 0 
■ 

[g(x) - (x + l)e " , x > 0 

Pt soit F sa courbe représentative dans un nouveau repère orthononné (0;i, j) unité 3cm. 
a) Démontrer que F admet une tangente en chacun de ses points d'abscisse x > 0, préciser sa tangente à 
l'origine. (fpt) 
b) Dresser le tableau de variation de g . (Ipt) 

? Soit Ts la tangente à F au point d'abscisse a , 

a) Démontrer que les tangentes Tt. et T, .(a>0 et av^I) coupent (Ox) au point 
a 

a 
d'abscisse f(a) = 7. (0,5pt) 

1 + a + a" 
b) Démontrer que toutes les tangentes à F coupent le segment [OB] où B est le point de 

coordonnées (i; 0). (On pourra utiliser 1-1.) ((FS.pt) 

c) Démontrer que de chaque point A(ni;0), du segment [OBJprivé de O, passent deux 1 tangentes 
distinctes à F. (On pourra utiliser 1-2.) (0,5pt) 

d) Démontrer que F admet un point d'inflexion puis donner une équation de la tangente T à F en ce 
point et préciser le point d'intersection de cette tangente T avec l'axe des abscisses. (0,75pt) 

3 Soit h la fonction numérique définie par: h(t) = X — (1 + t)e"1 ; t>0. 

t2 

a) Démontrer que pour tout réel t ^ 0 on a; 0 £ h'ft) < t en déduire que: 0 < h(t) < —. (0,5pt) 

b) Démontrer que: Vx>0, 0 < X — g(x) < —, donner une interprétation graphique de ce résultat. (0,Spt) 
2x 

4. Construire, dans le repère (0;i J), les tangentes Tu, T,, T2, T, et la courbe F. (0,75pt) 
ï 

ITI-Etude p ''une suite 
x" 

Soit fn la fonction numérique définie sur IR par. .j! fn(x) = :   où a est un entier naturel 
l+x + x 

strictement positif et soit (ïdn)ns,N- la suite numérique défmie.par;" Un = 

114-1 
Démontrer que (Un)nf[N- est décroissante.et que Vn 6IK* on a: 0 ^ Un <  , en déduire lirn U,,. (0,75pt) 

2.. On pose: <p(x) = 1 2X
;,-:- ; x e [0;1]. 

(X 4- X 4- X ) 
a) En utilisant une intégration par partie démontrer que: 

Vn e IN* 0 = —î— 4- —— rxn+l(p(x)dx. (0,5pt) 
3(n + I) n + 1 J2 

b) Démontrer que: Vxe[0;l] (0,25pt) 

? Démontrer que: Vn > 1;  11 + 3    < U <———^ , en déduire lim nU„. (0)5pt) 
3(n 4- l)(n 4- 2) 3(n + l-)(n 4- 2) 

Fin. 
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Republique Islamique de Mauritanie Honneur _fi gmjtinjuslg ; 
MINISTERE DE L'EDUCATION NATIONALE 
Direction de l'Enseignement Secondaire 
Service des Examens 

BACCALAUREAT 2001 
Session Normale 

Séries: C & TMGM 
Sujet; Mathématiques 

Durée: 4 heures 
Coeflicients; 9 & 6 

Ex Excrcicel (4 points) 

_ _ 71 
Le plan complexe est muni d'un repère orthonormé (0;u,v). Pour tout réel 0e|O;—[ on 

2 
définit l'application fu du plan complexe dans lui même; qui a tout point M d'affixez, associe le 

point M' d'affixe z' telle que : z'- (1 -icosO)z-cosO . 

1. Montrer que est une similitude directe dont on précisera le rapport, en fonction de 0 elle 

centre. (l,5pt) 
2. Soit O le point d'affixe i et soit a la mesure de l'angle de la similitude f9tel que -n < a < r: 

a) Démontrer que si M est un point distinct de O, alors le triangle OMM' est rectangle 
et de sens indirect. (0>5pt) 

b) Prouver que si M est un point distinct de £1, alors £^1. > -1^ • 
QM' V2 

en déduire que : - — < et < 0. (0i5pt) 
4 

3. Soit A un point du plan distinct de Q. Déterminer les ensembles de points suivants 

quand 0 décrit ]0; —[: 
2 

a) F, : l'ensemble des points M tels que f0(A) = M (F, l'ensemble des images de A). (0,5pt) 

b) F, d'ensemble des points M tels que fn(M) = A ( F2 l'ensemble des antécédents de A).(0,5pO 

4. Construire sur la même figure les ensembles F, et r2 dans le cas particulier A (1;1). (0,5pt) 

Exercicc2 (Spoints) 

Dans le plan orienté, on considère un losange ABCI) direct de centre O tel que : 

(AH;AD) = *■ [27:] et soient les points I,J, K et L les milieux respectifs des segments 

[ah] , [lie], [cd] et [da]; soit le point P e [oa] tel que le triangle PHD soit rectangle en P. 
On considère les transformations suivantes; 

r, : la rotation de centre D et d'angle — ^ 1 r2 ; la rotation de centre B et d'angle . 

s, : la réflexion d'axe (BD) ; Sj : la réflexion d'axe (BC) et g = rlos2. 
1 .a) Placer les données précédantes sur une figure qui sera complétée au fur et à mesure. 
(Pour une meilleure construction, prendre (AC) horizontale cl AB > 5cm ). (0,75pt) 
b) Dércrmincr les images des deux points B et Cpar : rt, r2 et s,. (0,75pt) 

2.a) Détenniner g(B)et g(C). (0,5pt) 
b) Déterminer la nature de g puis donner sa forme réduite. {0,5pt) 
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3. Soit (EJ l'ellipse de foyers B et Cet passant par le point O , et soit 2a , (a> 0) la longueur 
du grand axe de (E). 

a) Montrer que K e (£> et que CP = 2a (0,5pt) 
b) En déduire une construction géométrique {à justifier) des deux sommets de l'axe focal de (E) ; 
puis de ses deux autres sommets, construire (E)sw la figure précédente. (I pt) 

4. On pose rl(E)= E,; r1{E) = E2; 5,(2?)= Ej -, g(E) = E4. 

a) En utilisant les questions précédantes déterminerffe', ) jfE'j j, fEjjet (Ei) ; 

quelle remarque peut-on tirer concernant ces quatre courbes? . (0,5pt) 
b) Construire sur la figure précédente; puis les points tels que : 

r1(K) = K1;r2(K) = Kz;S|(K) = K3;g(K) = K4. 

Quelle remarque peut-on en tirer? Interpréter. (0,5pt) 

Problème (11 points) 

On se propose dans ce problème d'étudier une famille de fonctions, 
et de quelques propriétés de leurs graphes. 

Partie A : fonction auxiliaire 

Soit gm le trinôme défini pour tout x réel par : gm(x) = x2 + 2x - 2m où m est 
un paramètre réel non nul. 
1. Discuter suivant les valeurs de m le nombre de solutions, dans IU, de l'équation gra(x) = O.(lpt) 

2. Dans le cas où l'équation g^(x) = 0, admet deux solutions réelles distinctes x' et x" 

telles que x' < x" ; montrer que si m < 0, alors - 2 < x' < x" < 0 ; et que si ni > 0 , 
alors x'c —2 <; 0 < x" . (Ipt) 

NB : Dans la suite du problème, on suppose que m > 0, 

et on considère le plan rapporté au repère orthononné (O; i, j ) unité 1cm. 

Partie B : Etude d'une famille de fonctions 
X -f- 2 

Soit la fonction numérique fm définie par: fni (x) = x + m In où In désigne la 

fonction logarithme népérien, et soit (€„, ) sa courbe représentative dans le repère (O; i, j). 

1. a) Déterminer l'ensemble de définition de fm puis calculer les limites de fin à ses bornes.(0,7Spt) 

b)Etudier, suivant les valeurs du paramètre réel strictement positif m, les variations de fra.(0,75pt) 
2, a) Prouver que toutes les courbes (Cm) passent par un point fixe I dont on déterminera les 

coordonnées, et que ce point représente un centre de symétrie de toute courbe(Cm). (0)5pt) 
b) Déterminer les asymptotes à (Cm ) puis étudier la position relative de (Cm) par rapport à son 

asymptote oblique (A). (0,75pt) 
—» —> 

c) Tracer la courbe (C, ) dans le repère (O; i, j), (les points d'inflexions, et d'intersections avec 
les axes de coordonnées ne sont pas demandés). (0,25pt) 
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Partie C î Construction d'une courbe (Cm) à partir de (C^ 

Soit (pm l'application du plan dans lui même qui à tout point M(x;y) d'affixe z associe le point 
M'fx'ty') d'affixe z' tel que : 

z'= ^[(1 +m) + (l - m)i]z + y[(l -ni) + (l -ni)i] z où me IR^ \ {l} et z désigne le conjugué de z. 

1. a) Ecrire x' et y' en fonction de x , y et du paramètre m. (Oppt) 
b) Démontrer que l'ensemble des points invariants parq^ est la droite (A) d'équation y = x.tO.Spt) 
c) Démontrer que si M n'est pas un point de (A) alors la droite (MM') est parallèle à une droite 

fixe (A1 ) dont-on donnera un vecteur directeur. (0,25pt) 

d) Soit M0 le projeté de M sur (A) parallèlement à (A1) ; 

exprimer M0M' en fonction de MaM . (0,5pt) 

2.a) Démontrer que tpnl(C, ) = (C^) ; en déduire une construction géométrique simple de (C,,,) 

point par point , à partir de (C,). j (IpO 

b) construire alors {C2 ) dans le même repère (O; i, j) . (0,25pf) 

Partie D: Etude de la convergence d'une suite 

Soit ). un réel tel que 0< X <1 et A(i.) l'aire du domaine délimité par (C,,,); (Cmtl)ctlcs 
—> —» 

droites d'équations respectives x= X et x =1 dans le repère (O; i, j) - 

1. En utilisant une intégration par partie calculer A( ^ ) puis déterminer lim A(?l) . OpO 
X->0 

2. On considère la fonction h définie pour tout réel stictement positf par: h(x) = ]ii(I + —)et pour 
x 

1 " n 
tout entier naturel n > I on considère la suite (S,,) . de terme général: Sn = - Vli( ). 

n n JlTi " 
a) Détérminer le sens de variation de h surJO;!] puis prouver que pour tout entier naturel p 

vérifiant 1 < p < n-1 on a ; — li(^ + ^)< f n li(x)dx <—h(~), Cpt) 
n n J'- n n n 

b) En déduire que; Sn- —< A^-) < S,, (O.Spt) 
n n n 

et que: A(-) <â < A(f) + ih(i). (0.25pt) 
n n n n 

c) Déduire de D.l) que: lim Sn = ln(—). (0.25pt) 
•>"*" 4 

Fin. 
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Service 

Honneur - Fraternité - Justice 

Séries: C & TMGM 
Sujet: Mathématiques 

Session Complémentaire 

NB: Le ïer exercice ( Exercice 1) n'est pas commun aux deux séries C et TMGM. 

Exercicel (4poi fUniouement pour les candidats de la serie C i 

Pour tout nombre complexe z on pose: 
P(z) = z" -(2 + 6i)z3 + (-12 + 9i)z2 +(13 + 9i)z + 2-6i 

1.a) Calculer P(i) et P(2»). (Ipt) 
b) Déterminer les nombres complexes a et b tels que pour tout nombre complexe z on a: 

P(z) = (z!-3iz~2)(z2+az + b). (Ipt) 

c) Déterminer les nombres complexes z,, z^ z, et z4 solutions de l'équation : P(z) = 0 

tels que 

2. On écrit chacun des nombres z1,zz,Zj et z4sur l'une des quatre faces d'un dé tétraédrique 

truqué. On lance ce dé et on admet que la probabilité pour que l'une de ces faces soit cachée est 
proportionnelle au carré du module du nombre complexe zk inscrit sur cette face, 

c'est-à-dire que; pt = tjzj1; k e {l; 2; 3; 4} où t e IR*. 

a) Démontrer que ■ Pi :=^' (®j25pt) 

b) Calculer p2 , p, et p4. (0,75pt) 
c) Soit X la variable aléatoire réelle, qui à chaque jet du tétraèdre associe la somme des parties 

imaginaires des nombres inscrits sur les faces latérales de ce dé. 
Vérifier que X prend exactement deux valeurs puis déterminer sa loi de probabilité, (0,5pt) 

Exercicel (4points) fUniquement pour les candidats de la serie TMGM > 

1. Résoudre l'équation différentielle suivante ; (E) y"-4y' + 5y = 0. (Ipt) 

2. On considère l'équation différentielle : (E') y" - 4y'+ 5y = (-x + l)e". 

a) Déterminer les réels a et b tels que la fonction g définie par ; g(x) = (ax + b)e' 
soit une solution de (E' ). (Ipt) 
b) h désignant une solution quelconque de l'équation différentielle (E), montrer que la fonction f 
telle que : f(x) = g(x) + h(x) est une solution de l'équation (E* ). (Ipt) 
3. Déterminer, parmi les fonctions f définies au 2.b), celle dont la courbe représentative dans un 

repère orthonormé passe par le point A(0;1) et admet en ce point une tangente parallèle à la 
droite d'équation : y + x = 0. (Ipt) 
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Exercice2 (Spoints) 

Soit la fonction f,, définie par ; Vx e IR; f„(x) = xne1~I; 
où n est un entier naturel non nul et e est la base du logarithme népérien In. 

1. Dresser le tableau de variations de la fonction f, (le cas où n = 1 ). (IpO 

2. Pour tout entier naturel non nul n on pose : Un = J f^xjdx. 

a) En utilisant une intégration par partie prouver que : U, =e-2. (0,5pt) 

b) Démontrer que : VneIN*; —^—< U < —^— . (0>5pt) 
n+1 n+1 

c) Démontrer, en utilisant une intégration par partie, la relation de récurrence suivante : 

VneIN*; U^, = (n + l)Un -1. {0,5pt) 
3. Pour tout entier naturel non nul n on pose : V0 = n!e - UB. 

a) Démontrer que : VneIN*; Vn+t = (n + l)Vn +1. (0.5pt) 

b) Démontrer par récurrence que : Vn e IN*; V'n g IN. (0,5pt) 

c) Montrer que pour tout entier n > 2 ; le nombre nie = Vn + Un n'est pas un 
entier naturel. (0, 5pt) 

4) Soient p et q deux entiers naturels strictement positifs. 
QÎP 

a) Prouver que pour tout entier naturel n > q ; le nombre est un entier naturel. (0,5pt) 
q 

b) Prouver, en utilisant une démonstration par l'absurde, que le nombre e n'est pas rationnel (Pour 

cela on peut supposer que e = — où p,qeIN*). (0,5pt) 
q 

problème (llpoints) 

Partie A 
Dans le plan orienté on considère le triangle direct ABB'dont tous les angles sont aigus et on 

pose (AB;AB,) = 8 [271]. On construit à l'éxterieur de ce triangle deux carrés ABCD et 
AB'C D'de centres respectifs O etO' et soit P et Q les milieux respectifs de [BB'] et [DD'J. 
1. a) Faire une figure illustrant les données précédantes. {0>5pt) 

b) Prouver que B'D = BD, et que (B'D)i-(BD') ; en déduire la nature du 
quadrilatère OPO'Q. (Ipt) 

2. Soit I le point de concours des segments [B'D] et [BD' j. 

a) Prouver que les points A et I sont symétriques par rapport à la droite (OO'). (0,5pt) 
■ppi niv 

b)En déduire que ; AQ = IP = et AP = IQ = . (Ipt) 

3. Les droites (AQ) et (BB') se coupent en H et les droites (AP) et (DD') se coupent en K. 

a) Calculer les produits scalaires suivants : AQ.BB' et AP.DD' en déduire que les droites 
(AQ) et (AP) sont respectivement des hauteurs dans les triangles ABB' et ADD'. (l,5pt) 

b) Prouver que les six points 0,0',?^, H et K sont cocycliques. (0,5pt) 
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Partie B 

Tt 
On suppose, dans ia suite du problème, que 6 e 0; où {AB;AB') = 0 I27tj. 

Soient F et F' les deux cercles circonscrits respectivement aux carrés ABCD et AB'C'D'. 
On considère la similitude directe s de centre I et qui transforme O en O'. 
1. a) Faire une nouvelle figure (Pour une meilleure construction, prendre : 

0 = 50°; AB'= 7cin; AB = 5cm) puis déterminer l'intersection des deux cercles F et F', (0,5pt) 

b) Construire le point A, tel que s(A) = A, .donner une justification de cette construction. (0,5pt) 

2. Soit M un point de F distinct de A et de I, on pose s(M) = M,. 

a) Comparer les deux angles {OI;OM) et (O'ItO'M, ) ;puis démontrer que les 
points A, M et M, sont alignés. (0,75pt) 

b) Déduire de ce qui précède une construction simple de M, pour un point M donné 

de F distinct de A et de I. (OiSpt) 
3. Soient les points A, ,6,, Cj et D1 les images respectives des points A, B, C et D par s on pose: 

[AB,)n[A1B1] = {e}, [B'CJnlA.D,]- {f}, [CD'JntD.C,]-{G}et [D'A)n[0,8,1 = {j}. 

a) Construire les points B,, C, et Dj, en déduire une deuxième méthode de construction 

du point A, ; ( le point A, à été construit au B.l.b). 

b) Montrer que le quadrilatère A, B, C, D, est un carré de centre O'. 

4. Soit r la rotation de centre O' et d'angle — .Démontrer que rfE) = F et r(F) = G ; 
2 

en déduire que le quadrilatère EFGJ est un carré de centre O'. 

Partie C 
Dans cette partie on conserve la figure précédente (celle de la partie B). 
On désigne par a l'angle de la similitude s définie dans la partie B , 

On pose :P = (B^A1;AB') [2x] . 

1 .a) Prouver que ; 

(0,75pt) 

(0,5pt) 

(0,5pt) 

a = -9 - — I2n] (1) ; 

a = 6 - p + tc |2n] (2). 

b) En déduire que ; P = 29 - ^ [2it] (3). 

2, a) Démontrer que : (O'B^O'Aj^p [27c]. 
b) Pour quelles valeurs de P , l'octogone formé par les sommets des deux carrés 

AB'C'D' et AjBjCtD, est régulier? 

(0,Spt) 

(0,25pt) 

(0,25pt) 

(0,2Spt) 

(0,25pt) 

c) En déduire leg valeurs de l'angle 9 ={AB;AB,) pour lesquelles l'octogone précédent 
est régulier, (0,25pt) 
3, Calculer, dans la situation précédente C.2.c), l'aire du carré EFGJ en fonction de AB'= a 
longueur du côté du triangle ABB'. (0,25pt) 

Fin 
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2eme partie 

Corrigés des sujets 
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Sujet 2012 /Séries : C &TMGM / Session normale 

Exercice 1 

f(x) = exln (ex + 1) 

1) Justification et interprétation des limites : f (x) = f(x) + 

• limf(x) = lim ex In (ex + 1) = 0 In ( 1) = 0 ; 
v > / v ' ' 

y = 0 est une (A.H) en -oo 

• limf(x) = lim ex In (ex+l) = +qo 
X—>+go x—>+go 

f Tx ^ 0X 

lim —^ = lim — In (ex + 1) = +oo 
x—>+00 x—>+oo 

(Q 

admet une branche parabolique de direction 

( Oy) en +oo. 
2) a) Calcul de la dérivée de f : 

(ex)2 

f (x) = exln (ex + 1) + 
ex +1 

D'où le tableau de variations suivant : 

f (x) > 0 Vxe 

X -oo +oo 

f'(x) + 

f (x) 
 +oo 

0   

b) f est continue et strictement croissante, alors 
elle réalise une bijection de E sur l'intervalle 

J= ]0;+oo[ 

c) Représentation graphique de ( C ) 

Prenons un point d'aide : f(0) = In (2) « 0,67. 

y' / 

i f 

/ 

1. J 
! 

/ 1 

y 
r 

- 1 c  g 

3) Calcul de I 

• Par la méthode a) 
Soient a ; b et c trois nombres réels tels que 

x XY x , aex+b ce f(x) = f(x)+ + 
1 1 + e 

(aex + b)(l + e x ) + ce 

= f(x) + 
ae 

l + e"x 

a + b + be" -ce 

1 + e 

ex 

aex + a + b + 
f(x) + — e 

b + c 

D'où f (x) = f(x) + 

l + e~x 

ex 

ae2x +(a + b)ex +b + c 

ï+ë 
Par identification des deux écritures de f (x) on a : 

a = 1 -+1 

a + b = 0 —> 2; l'équation 2 donne b = -1 

b + c = 0 —> 3; l'équation 3 donne c = 1 

Finalement 

f(x) = f(x) + ex - 1 + 

f(x) = f (x) - ex + 1 - 

1 + e 

e 

, d'où : 

1 + e 
cette écriture nous 

permet de trouver la primitive F de f : 

F(x) = f (x) - ex + x + In (1 + e"x) + c 
i 

I = jf(x)d(x) = [F(x)]^ = F(l)-F(0) 
o 

= e In (e + 1) - e + 1 - 1 + In (e + 1) - In (2) +1 -1 n (2) 
I = eln(e + 1) - e + ln(e +1) -21n2+l. 

• Calcul de I Par la méthode b) 
En posant t = ex + 1 ; on a : 

dt = exdx dx = — 
ex 

ex=t-l^> ;six = 0;t = 2etsix = l;t = e + l 
1 6+1 rit e+1 

On a : I = |f (x)d(x) = | (t _ l)ln(t) = In tdt 

u(t) = Int 

v'(t) = 1 =>v(t) = t 

u'(t)= - 
t 

1 = 

1 = 

J" In(t)dt; En utilisant une intégration par parties : 
2 

jv'(t)u(t) = [u(t) y®]"1 - j'^uït) v(t)dt 
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I = [tint - tJJ1 = (e +1) ln(e +1) - e -1 -( 21n2 - 2) 

d'où I = eln(e + l) + ln(e + l)-e + l-21n2 

Exercice 2 

La) Calcul des composantes de vecteurs : 
'2^ 

AB 1 ; ÂC 0 ; DE -5 

vly .-2. 

ri A ri 

AB •DE = 1 -5 

I-2J ^2 

De même 

'2^ (l ] 

AC•DE = 0 -5 

V "2. 

= l- 5 + 4 = 0=> AB _LDE (1) 

= 2-0-4 = OXACIDE (2) 

De (1) et (2) DE est un vecteur normal au plan (ABC) • 

b) Comme DE est un vecteumormalau plan (ABC) 

On a : x -5y -2Z + d = 0 Or A (2 ; 1; 3 )e(ACB) 

d'où 2 -5 -6 + d = 0 ce qui donne d = 9 et par 

conséquent l'équation du plan (ACB) devient ; 

x -5y -2Z + 9 = 0 

c) Soit M(x; y ; z) un point de la droite (DE) ; 

cette appartenance se traduit par l'existance 

d'un nombre réel Z tel que : DM = ZDE ; d'où 

x = 5 + Z 

y=3-5Z 

z = -2 - 2Z 

d) Posons M = K ; les coordonnées de ce point 

vérifient : (5 +Z)-5(3 - 5Z)-2(-2 - 2Z) + 9 = 0 o 

30Z + 3 = 0d'oùZ = 
-1 

To 

Donc les coordonnées de F sont 

EF = kDF <» 

— -6 
10 

—+ 2 
10 
-18 

10 
+ 4 

= k 

— -5 
10 

— -3 
10 

49 35 -18 

10'10' 10 

-18 

10 
+ 2 

= k 

'zT 
10 

10 

vîÔy 

r-iL r-c 

10 10 
55 5 

= k 
10 10 
22 2 

,10 y 0
 |

 

• k = 11 

2.a) Comme : AB 1 AC = 0 (AC) 1 (AB) 

d'où le triangle ABC est rectangle en A. 

w 1 AB x AC ^ iVôxVs y/3Ô 
V = - ( ) x DE = x  

3 2 3 2 10 

1 30 1 os = — x — x — = 0,5u.v • 
3 2 10 

2)b) Fj: 11MD -ME =30; 

On a : ÈF -1 IDF = 0 F = bar {(D; 11); (E; -1)} 

Donc MeSi où Si est la sphère de centre F. 

^ -n/scP 
F, : M e S, 

10 
passantpar D. 

Le rayon r = DF = 
V3Ô 

10 

F, : AD2 - AE2 = -36 A e F, F^est le plan 

passant par A et de vecteur normal DE c'est donc 

le plan (ABC): r2 = (ABC). 

Exercice 3 

E0 :Z
2 -( 6cos0) Z + 4 + 5cos20 = 0 ; 0 e [0 ; 27r[. 

La) Résolution de l'équation 

A'= (Scose)2- ( 4+ 5cos20) = 9 cos20 -4-5cos20 

A'= 4cos20 - 4 = 4(4cos20 - 1 )=-4sin20=(2isin0)2; 
Donc; l'équation admet deux solutions distinctes 
Zi = 3cos0 + 2isin0 ; Z2 =3cos0 - 2isin0. 

b) Solutions de Ee suivant les valeurs de 0 : 

Solutions doubles : <ïi> A'= O^>0 = Oou0 = 7t:; 

• 0 = 0 ; Zi =3cos0 = 3 ; Ai(3 ; 0) 

• 0 = 7t ; Z2 =3cos7t = -3 ; A2(-3 ; 0) 

Solutions imaginaires pures : <ïi> cos0 =0 

A H a 
0 = — ou 0 = — . 

2 2 

0 =— ; 
2 

0=^ 
2 

Z1=2i ; Z2 =-2i ; BdO ; 2) ; B2(0 ;-2) 

;Z2 = 2i;B1(0;2);B2(0;-2) 

2.a) Soient Mi( x ; y) ; M2( X2 ; y2) les images 
respectives de Zi et Z2. 
Nous avons donc : 
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Xj = 3cos0 

Yj = 2sm0 

— = COS0 

— = sm0 
. 2 

2 X \ 
f 1 Yi + 
13; V 2 J 

= 1 

F est une ellipse. 

b) F est une ellipse de centre O d'axe focale 

( Ox) ; c = a/9-4 = Vs de foyers 

f(V5 ; 0 );F(- Vs ; o) de directrices respectives 

9 -9 
D : x =—= et D' = —= • 

V5 a/5 

... c a/5 
D excentricité e = — = — et de sommets ; 

a 3 
AK 3 ; 0 ) ; A2( -3 ; 0 ) ; BK 0 ; 2 ) ; B2( 0 ; -2 ). 

q . 

A. 
- 2 - 1 0 > X 

q . 

7 

3) f :M(Z)^ M'(Z) 

M' = bar ((A, ;-4) ; (B, ; 2);(M;3) 

a) Expression de Z' :Z' = 3Z -12 +4i; f est donc 
est une expression complexe de la forme : 

Z' = aZ + b ; avec ae E^et b ^ 0. 
Alors f est une homothétie de rapport 3 et de 

centre ( Q( —) ) d'où f = h, n(6 : _2,3 
1-a 

b) r'= f(r) ; soient Z = x + iy ; Z' = x' + iy'. 
Nous avons : x' + iy' = 3(x + iy) -12 + 4i d'où 

x'=3x-l2 

v'=3y + 4 

x = 

y = 

Or 

x'+12 

3 y 

x'+l2 

y- 4 

3 

43 
2 

2 =1 d'où 
9 4 

F' est caractérisée par l'équation: 

(x '+12)2 (y'-4)2 

■ + - = 1 

• F' est une ellipse de centre Q( -12 ; 4 )d'axe 
focal (Qx ) : y = 4 ; 

• c = a/81 - 36 = a/45 = 3a/5 

Jx = x +12 ^ 3a/5 = x + 12 x = 3a/5 -12 

[y = y- 4—>0 = y- 4=>y = 4 

Donc :f(3a/5-12 ;4 );F'(-3a/5-12 ;4 ); 

c 3a/5 a/5 
• e =- = = — ; 

a 9 3 

• Les sommets sont : 
A4 -3 ; 4 ); A2( -21 ; 4 ) ; B4 -12 ; 10 ) ; B2( -12 ; -2 ). 

Exercice 4 
1) f(x)= x - Inx ; 

•Df= ]0 ; +[ 

• Limites aux bornes de Df 

lim f (x) = lim x(l - = +00 ; 
X—>-|-co X—>-|-co ^ 

lim f (x) = lim (x - ln(x)) = +00 
x->0 x^-0 

• Dérivée de f : f (x) = 1 - — = ——- 
x x 

• Tableau de variations 

X 0 1 +00 

f'(x) - 0 + 

f txt 
+00'—  ^ +00 

i tx; Aà. 1 

1 1 

2.a) Soit leR ; !(}.)= jf(x)d(x) = jln(x)d(x) 

On pose : u(x) = Inx 

v'(x) = 1 
1 1 
jln(x)d(x) = [x ln(x)]^ - j d( 

U'(x)= - 
X 

v(x) = X 

X) 

= [xln(x)-x]1
) =l-X-ln(}t) + }t 

b) On en déduit que : 

I(X)= jxd(x)-jln(x)d(x)= - [xln(x)-x]' 
X X 

1 2 1 A - 3 A.2 

I(A.) = +1 + A.ln(A.) -1- + f lni/ù - l ; 
2 2 2 2 

d'où lim I(Z) = — 
2 

3.a)n>2;l<k<n;Sn=-y" f(-) ; 
n n 
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Vt G 

Or 

k k + 1 

n n 

k k + 1 

1 ^ 1 k k + 1 , 1 <k<n: -<-< <1 
n n n 

[o;i] 

k k + 1 

n n 

f étant décroissante sur 
1 n n 

On peut écrire : pour tout t tel que : 

k k + 1 
-<t< 
n n 
Or, on a : 

f(—)<f(t)<f(-) 
n n 

d'où 
k+1 k+1 

k + 1 

k+1 

f f( )d(t)< |f(t)d(t)< f f(-)d(t) 
J r\ * J V\ k 11 k k 11 

n n n 
Ce qui donne : 

k+1 

-f(—)< }f(t)d(t)<-f(-) 
k n n n n 

b) A partir de la double inégalité précédente 
on en déduit la somme récurrente suivante : 

-f(-)<}f(t)d(t)<-f(-) 
n n ^ n n 

-f(- 
n n 

-f(-)<}f(t)d(t)<-f(-) 
n n ^ n n n n 

-f(l)< j f(t)d(t)<-f(—) 
n j n n n-l 

Sn - —f(—) < I(—) <Sn - —f(l) o 
n n n n 

Sn--f(-) <!(-)< Sn-- 
n n n n 

Sn - —f(—) < I(—) < Sn -+(1) 
n n n 

Enajou tan t — f (—) aux différents membres de cette 
n n 

double inégalité on trouve: 

Sn <!(—) +—f(—) < Sn + —f(—) 
n n n n n 

(2) 

de (1) et (2) il en découle que : 

I(-)<Sn<I(-) + -f(-) 
n n n n 

c) D'après la double inégalité précédente ; on a 

lim I(-) < lim Sn < lim ((!(-)+ -f(-)) 
n^+co n^+co n—»+co n n 

Or lim I(—) = 0 ( Car lim — = 0) et 
n—>+co n^+cc 

lim -f(-)= lim -(--ln-) = 0 
n^+x. n n n^+x. n n n 

Donc lim I(—) < lim Sn < lim (I(—) <^> 
n—>+00 n—>+00 n—>+00 

— < lim Sr < — D'où lim S = — • 
2 n—>+oo ^ n—>+oo ^ 

4.a) 2ln(-) = ln(—) + ln(—) + In(-) 
" n n n n 
12 n n! 

= ln(— x — x x —) = ln(—) 
n n n n 

k=n 
^k = l + 2 + + n ; c'est la sommme des n 
k-l 

premiers termes de la suite aithméthique de 1er 

terme 1 et de raison 1 

k-n 

2>=I+2 . + n = 
n(l + n) 

k-l 

n k-1 n nt~il n ^n 

= +yk_iylnf = ±£a±£)_iln(+) 

n" fb' nr^ n n' 2 n nn 

1 n(l + n) , îv/nî n2+n , 
t In  =   In U„ 

c) lim Sn = lim 
n->+ûc n->+ûc 

n" +n 

2n2 
-In Un 

y 

2n- 

3 
— 
2 

lim lnUn = — -— = -!=> lim Un = e 1 

n->+ûc 2 2 n->+ûc 
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Exercice 5 
1) figure illustrant les données. 

G 

K 

A 
2.a)r, J A 

BJ = Ja2 = v3 — ; AI = VS — 

BJ ^ AI^> 3 Irjtelque : B ^ I ; J ^ A 

b) L'angle de i, est : ( BJ; IA) = L'angle( GJ; GA) = ^ 

et de centre le point de rencontre de 

TT 
médiat [BJ] o médiat [IA] = k r , = r(k ; —) • 

3.a) t = t^j;r2 = t r,;f = SJC 
ijSJE 

On a :r2(J) = t r,!!) = t( A) = J r2(J) = J 

TT 
• r2 = r(J ; - ) 

'se JSA2 
b) Tj — SKC 

c SA| ;r2 — Sj 

Aj = ( KE ) ; A2 = ( JE ) car JIEC est un 

parallélogramme =ï> 

ri — ^KC U ^KE ' L — Sjc 0 SjE 

^ — Sjc 0 S je 0 Ske — r2 
o SKE — t— o q o S KE 

— '"AJ 0 SRC 0 SRE 0 SKK ^ ^ — ^AJ 0 SRC 
c)f(B) = ts(A) = J ; f(I) = ts(J) = C 

f (K) = t— (K) = I; 

Donc f(BIK) = (JCI) 

f est une antidéplacement 

med [IC] ^ med [KJ] ; d ' où f est une symétrie 

glissée. 

p = [I * K] ; R = I * C ; 

^ C S(PR ) 

4.a) E —>I ; C —>G ; E^Cetl^G 

D'où il existe une unique similitude directe S telle 

que : S(E) = I et S( C) = G. 

b) quelques éléments caractéristiques : 
n 

Angle de S : (EC ;IG ) = (IJ ;IG ) = -{2n) 
6 

i Vs 
IG T 9 

Rapport de S : — = — - — 
EC a 3 

c) Soit Q le centre de cette similitude, donc on a 

5.a): Me^bc]) ; S(M) = M' 

M G ^[bc], ' S(M) = M' <^> F = ^BG]) 

=^> Q e ^bed ' De même on a 

^ e ^BCG) 

(QE ; OI ) = — (27r) et 
6 

(BE ;BI) = ^(27r) 
6 

(QC ;QG ) = — (27r) et 
6 

(BC ;BG ) = ^(27r) 
6 

Donc Q e ^bei , ^ ^bcg > ' 

BE = AI = — a; BI = - ; = —= -L; 
2 2 BE 73 

(BE ;BI ) = - 
6^s-s 

BI = —BE 3 6 

3 

b)K ^ B;(KM; KM ') = (KM; KB) + (KB ; KM')(7r 

= (CM; CE) + (GB; GM)(7r) 

= (GM ' ; GB) + (GB; GM' XTT) 

= 0 (71) 

d'où Kg (MM'). 

c) La droite (KM) recoupe F' en M'. 

6) n > 2 ; S2 =SoSetSn =SoSn 1 

Mn : M0 = E ; Mj = S(M0) ;Mn = Sn(M0). 

a) Figure illustrant les données et 
donnant le positionnement des points demandés 
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(BCG) 

Mn= E 

R \ r 

M 

G 

D 

A/ 

K M. .. 

b) Sn = MoMi + MiM2+...+ MnMn+i 

1 
i-^r1 

Sn =M0M1 +^1^, + ... + (-^)nM0Mn =EI( ^ ) 

1- 

(BIE 

c) lim Sn = la longueur de la ligne brisée M0M1 + • • • + MnMn+1 

s'approche de 

a 

2 

1- 
1 ' n S„ = 

(i--Un 

a V3 

2 1- 1 

tt A-k 4-K 
d) i960- = 32671 + — = — (27r) M1960 g (BM4). 

6 6 6 

• 2012 = 335 x6 +2 ^>M2oi2e(BG). 
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Sujet 2012 /Séries : C& TMGM / Session complémentaire 

Exercice 1 

1 .a) P(-2i) = +8i +16- 8i - 8i - 12 - 4 +8i = 0 ; 
Soit P (Z) = ( Z+2i )( Z2 + aZ+ b ) tels que a et b 
de E. Le tableau suivant donne ces nombres : 

1 -4 + 2i 4 - 6i -4 + 8i 

-2i X -2i 8i -8i +4 

1 -4 4 + 2i 0 

Donc a = -4 ; b = 4 + 2i 
b) P(Z) = ( Z+2i )( Z2 - 4Z+ 4+2i ) 

P(Z) = ( Z+2i )( Z2 - 4Z+ 4+2i )= 0 <=> 

rz = -2i 

[z2 - 4Z + 4 + 2i = 0 

A = 16 - 16 -8i = -8i = (2 - 2i )2^> 
Z = 3 - i ; Z' = 1 + i 
Donc les solutions de l'équation sont 

{ -2i ; 3-i ; 1 + i } 

2.a) Za = 1 + i ; Zb = -2i ; Zc = 3 - i 

l 
/ s y V 
( i N 

- 3 2 -"c - \ X 
y 

S 
y 

/ 
r 

\ / j 
f \ 

S, L 
T 

/ B 

b) G barycentre 

{(O; 3) ; (A ; - 4) ; (B ; 1) 

3Z/-j — 4Za + ZD + 2Z/-' 

du système 

(C; 2) } 

Zg =" 

O - 4 - 4i - 2i + 6 - 2i 

► Vérification : 

5ZQ — 5ZB + 2ZG 

= 1 - 4i 

0 + 10i + 2-8i 

2 2 

= l + i = ZA. 

Alors ; A est le barycentre du système donné. 
f 

c) Mer<=>Z = l + iou arg 
Z-(l + i) 

Z - (2i) 
=f<') 

M = A 

ou 

(MB ; MA)= ^(tt) 

Donc Lest le cercle de diamètre [AB] privé de B. 

3.a) (p(M) = 3M02 -4MA2 +MB2 + 2MC2 

Merk <^2MG2 + cp(G) = k<^> MG2 = 

Or cp(G) = 3G02 - 4GA2+GB2+GC2 

= 51 - 100 + 5 + 26 =-18 

.. jr -| 1 , , 1 k +18 
MgV. <=> MG" =  

2 

• Si k < -18 Fk = O 

• Sik = -18 ^>rk= {G} 

• Sik>-18^>rk = 

k-(p(G) 

G: (k+18 
'i— 

b) G, = ^ 

r =^> r =9? 16 16 (G ;OG) 

cp(O) = -4AO - OB +20C = -8 + 4 + 20 = 16 

d'où O 

Exercice 2 

f(x) D, = ]0 ; +=o[\{l}. 
xlnx v 

La) Etude de limites et interprétation : 

lim f(x) = lim 
x->0+ x->0+ 

lim f(x) = lim 
X—^1" X—— 

lim f(x) = lim 
x^i+ x^i+ xln x 

1 1 

xln x 0 
1 1 

xln x 0 
1 1 

0+ 

= —00 : 

= —OO : 

= +00 : 

lim f(x) = lim 
1 1 

x^ x x In x +oo 
= 0: 

> x = 0 est AV 

x = 1 est AV 

x = 1 est AV 

> y = 0 est AH 

b) F (x ) = (1n/ +1) ; f (x) = 0 o X = e1. 
x-ln'x 

► Tableau de variations 

x 0 e 1 1 +oo 
f(x) + 0 - - 

f(x) /"X -oo -oo 
+oo 

0 
c) Représentation graphique 
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y 1 5" 

.i" 
l 

v 
\ 

- 2 - 1 □ u f ■ L ; x : 1 

- 
r 

J 
\ 
l 

1 l 
2 .a) n > 2 ; f est décroissante sur [n ; n + 1] ; pour 
tout t tel que : n < t < n+1 on a : 

n+I 
f(n+l) < f(t) < f(n) f(n+l) < |f(t)dt< f(n) 

d'où 
1 

(n + l)ln(n + 1) J 

1 

n+1 j 
-< ff(t)dt< —- 
i ^ n m 

b)Un+1-Un = 
(n + l)ln(n+l) 

nln n 

+ ln(ln(n)) - ln( m( n +1)) 

-in+I 
= f (n +1) - [ln(ln(t))]n 

= f (n + 1) - fn+1f(t)dt 
Jn 

n+1 
2.a) f(n+l) - |f(t)dt<0d' OÙ (Un) est décroissante. 

n+1 

n+1 

c)n>2de2.a) on a : |f(t)dt< f(n): 
n 

n+1 
- f(n) <- J'f(t)dt+> f(n+l)-f(n)< f(n+l) - J" f(t)dt 

n n 

f(n+l) - f(n) < Un+1 - Un . 
Donc on a en sommant membre à membre : 
Us- U2 > f(3) - f(2) 
U4- Us > f(4) - f(3) 

un- U,,, > f(n)-f(n-l) 

Un - U2 > f(n) - f(2) 

Un > f(n) - f(2) + U2 

Un > 1 

Un > 

1 1 , , ^ H In In 2 
nlnn 21n2 21n2 

1 - In In 2 Un > -lnln2 
nln n 

d) (Un) est décroissante et minorée donc elle converge. 

— Inln2 <Un<U2<=> 

— Inln2 < ('< — In In 2 
21n 2 

Exercice 3 

2x3 - 3x2 +1 
f(x) 

e ' 
La) Etude de limites et interprétation 

2x3 - 3x2 +1 
lim 1 (x) = lim  = -oo 

X—>-00 X—>-00 0X 

, 2x2-3X-I- — 
f(x) .■ x lim = lim  — = +00 

x—>-00 x x—>-00 0X 

lim f (x) = lim (2x3e~x -3x2e~x -l-e~x)=0^> 
X—>+00 X—>+00 

y = 0 est AH • 

La courbe de f admet une branche parabolique de 

direction (Oy). 

x (6x2 -6x)ex -ex(2x3 -3x2 +1) 
f(x) = 3^  e 

b)f(x) =e"x(-2x3+9x2-6x-l) 

f (x) = 0 ; il est claire que x = 1 est solution de 
l'équation ; pour déterminer les autres solutions on 
fait recours au tableau suivant : 
f(l) = 0 

-2 9 -6 -1 

1 -2 7 1 

-2 7 1 0 

Donaona:f(x) =e X(x-l)(-2x2-t-Vx + l) 

f(x) =e_x(x-l)(-2x2 + 7x +1) 

- 2x2 + 7x +1 = 0 

A = 49 + 8 = 57 

7-V57 7 + V57 

x -00 Xl 1 X2 +00 

x- 1 - 0 + + 

-2x2 +7x +1 1 

0
 

+
 

0
 1 

f'(x) 1 

0
 

+
 

0
 1 

0
 

+
 

f(x) 
-00^ 0 0 

Annales du Baccalauréat National Mathématiques / Séries ; C & TMGM IPN/Mr/2012-2013 77 



b) Représentation graphique de ( C) 
y' 

5  

c > ! L : [ ) ' X 

11 

L o, 

o, 

i 

3 .a) In = jxnexdx 
0 

L'existence de !„ est justifiée par la continuité de 

la fonction x h-> xnex sur l'intervalle [0 ; 1]. 
1 

b) xnex >0 ; V xe[0 ; 1] jxnexdx>0; 
0 

1 

L+l - L =1 Xnex (x — l)dx < 0 (In) est décroissante. 
o 

!„) décroissante et minorée par 0 don elle est 
convergente. 

Exercice 4 

a) Figure illustrant les données et 

représentation demandée 

c)0<x<l^>-l<-x<0; 
xn 

c'1 < c'x < 1 — < xnex < xn en intégrant on a 
e 

1 T 1 
< I < 

e(n +1) n + 1 
lim In = 0 

n—>+oo 

1 

4. a) lo = |e~xdx = - [e_x ]0 = 1 - 
o 

b) Soient : u'(x) = xn u (x) = —: 
n + 1 

v (x) = e"x v' (x) = -e"x = 
, n+1 

n + 1 
1 I.., - —e 1 

1 n+1 ■> n + 1 n + 1 n + 1 
n+1 

(n + l)In=- + In+1 =^> In+1 = — + (n + l)In 
e e 

c) A = 
ii ii 

| f (x)dx = 12x3e~xdx - 3| x2e~xdx +1 e~xdx 
0 0 0 

A =213- 31. + lo 
0 

Annales du Baccalauréat National Mathématiques / Séries ; C & TMGM IPN/Mr/2012-2013 78 



b) DF = DB car S(ad) conserve les distances 

DB = GB car (DBG) est équilatéral =ï> DF = GB 

d'autre part DF^ GB alors ; il existe ri tel que 
ri(D) = G et ri(F) = B d'angle 

(DF ; GB) = (GC ; GB) = -. 
6 

Centre de ri est Qi = media(DG) n media(FB). 

c)r2:G^-E ;B^-A a pour angle 

0 = (GB ; ÈA) = (GB ; DB) = (BG ; BD) = | 

et de centre Q2 = media(GE) n media(AB). 

d) r = r2 r, ; r (D) = ; r2 (rj (D)) = r2 (D) = E ; 

r(F)= r2(r1(F)) = r2(B) = A ; 

r a pour angle — + — = — ; 
6 3 2 

On a : r ^ (D) = E donc r ^ = r d'où le centre de 
u;2) (j;2) 

r est J . 

2 .a) h = h . ; S = h : r est la composée d'une 
(B;-) 

homothétie et d'une rotation c'est une similitude 

d'angle ^e1: de rapport —. 

b) S : Q->Q ; 
h o r( E) = h(F) = A 
h o r( A) = h(D) = I 

d'où Q g o autre que A. 

c) (OI ; QE) = (QI ; QA) + (QA ; QÊ) 

_ n n _ 

"2 '2~K' 

^ s. QA 1 QI 
Q g ( IE) D autre part = — = ; 

V ^ QE 2 QA 

— = - ^> QE = 4QI Q = bar {(E ; 1) ; (I ; 4)} 
QE 4 

2ème Méthode 

SoS(E) = I^>QI = --QE; car SoS = h , 
4 (fi 

QE + 4QI = 6 d'où Q = bar {(E;1);(I;4)} 

3) r = {M/MA + ME = 2a} 

a) F est une ellipse de foyers A et E avec 

AE = aV2 sachant que : aV2 < 2a. 

O na : DA + DE = a + a = 2a d'où DgF. 
b) Les sommets sont D ; F. S. S'tel que : 

JS = a = JS' ; (S ; S'}= ^[j;a]n(AE) 

(s ; n(AE). 

- c V2 JE 
6 _ a ~ 2 ~ AD ' 

c) F' est l'ellipse de foyers S(A) = I et S( E) = A. 

c -JE ^ 

et d'excentricité e' = —= -^ =  
a -AD 2 

2 

(Voir figure prcédente). 
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Sujet 2011 /Séries : C &TMGM / Session normale 

Exercice 1 

1) P(Z) = Z3- (l+2cos0)Z2 + l+2cos0)Z -1 ; 
Après calcul ; P(l) = 0 ; 
Soit P (Z) = ( Z-l )( Z2- aZ+ b ) tels que a et b 
des nombres complexes à déterminer. 
Il suffit d'établir le tableau suivant qui donne 
facilement ces nombres : 

1 -1 - 2cos0 1 +2cos0 -1 

1 X 1 -2cos0 +1 

1 -2cos0 1 0 

Donc a = -2cos0 ; b = 1 

P(Z) = 0 <=> (Z -1)( Z2 -2cos0Z +1)= 0 ; 

Zo= 1 ou Z2 -2cos0Z +1 = 0 ; On a 

A = (-2cos0)2 - 4(1) = 4cos20 -4 = 4 (cos20 - 1) 

4 ( - sin20) = (2isin0)2 d'où 

2! = 

Z2 = 

2cos0 + 2isin0 

2 cos 0 - 2i sin 0 

= cos 0 + i sin 0 

= cos0 -isin0. 

2) Soient Mfixi ; yi) ; M2 (X2 ; 72) les affixes de Zi 

etZ2 respectivement. 

fx. = COS0 , , 
Alors M^Xj; yj ^ ; o xf + yf = 1 o 

[yj = sm0 

Mj e if De même M2 e ^:
(0.vr 

3.a) G bar {(Mo ; 1) ; (Mi ; 1) ; (M2 ; -3) } ; d'où 
lZn IZ, -3Z2 1 + cos 0 + i sin 0 - 3 cos 0 + 3i si 

Zq = 
G -1 -1 

= -1 + 2 cos 0 - 4i sin 0 => ZG (-1 + 2 cos 0 ; -4 sin 0) 

Donc:ZG(-l + 2cos0 ;-4sin0)<^> 

x +1 

x = -1 + 2cos0 

y = -4sin0 

cos 0 = 

sin 0 = — y 
4 

d'où 

x +1 -1 
= 1. 

Il résulte que le lieu géométrique F du point G est 
une ellipse d'équation : 

a2 y 1 x2 

= 1, dans le repère (O; u ; v). 
x + i 

^ y +lTy. 

b) Le centre de cette ellipse est Q(-l ; 0) d'où 
l'équation de l'ellipse dans le nouveau repère est : 

— — X2 Y2 

(Q; u ; v) ;est —+ — = 1 
4 16 

Dans le repère (O ; u ; v)on donne les éléments 

caractéristiques suivants : 

• Sommets: A(1 ; 0) ; A'(-l ; 0) ; B(-l ; 4) ; 

B'(-l ; -4). 

c = Vb2-a2 = Vl6-4 = yj\2 = lyfs' ; 

... c 2sf3 yf3 
• Excentricité ; e = — = = —. 

a 4 2 

T • y' 

/ 
/ 3 \ 
f > 1 

/ \ 
/ \ 

N U 
A A 1 1 

- 6 - 5 - 4 - 3 - 2 - 1 0 M a ; X 
«In 

r-" 
y* N 

/ \ 7 \ 
/ \ / ■ \ 
f \ > 

\ / \ 
S ( \ 

p , 

i / 

y 
/ 

-7. 

4.a) Si 0 = -; On a: M0 (1; 0) ; Mj (0 ; 1) ; M, (0; -1); 

G(-l ; - 4) ; on constate que G est un somet de F. 

b) F' est l'ensemble des points M tels que : 

MM0
2 + MM,2 - 3MM2

2 = 6 

On remarque que : M2Er' d'où F' est le cercle de 

centre G passant par M2. 
Exercice 2 
1 .a) lim f (x) = lim( x - xlnx) = 0 = f (0). 

x->0 x—>0 
D'où la continuité de f en 0. 
,. f (x) - f (0) x(l-lnx) , x , 

• lim = lim  = lim (1 - Inx) = + 00 
x—>0+ X — 0 x—>0+ x x—>0+ 
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Donc f n'est pas dérivable en 0 et la courbe de f 
admet une demi-tangente verticale à droite de 0. 

b) Dérivée et sens de variations de f : 

f (x) = 1 - Inx - 1 = -Inx ; 

f (x) < 0 ; V xe[1 ; +oo[ et f (x) > 0 ; si xe]0 ; 1] 

• Limites aux bornes : 

lim f (x) = limx( l-lnx) =-oo. 
x—>-1-00 x—>0 

• Tab eau de variations : 

x -00 1 +00 

f'(x) + 0 - 

1 
f (x) 

0 ^ -00 

. f(x) x(l-lnx) . , 
c) lim = lim  = lim 1 - In x = -oo 

x—>+00 x x—>+00 x x—>+00 

Donc Cf admet une branche parabolique de 
direction (Oy). 

• Intersection de Cf avec (Ox) ; 

f (x) = 0<=>x = 0 ou x= e. 

• Représentation graphique de Cf 

2.a) Pour tout n > 1 : < 

.imfn(X)-fn(0Llim 
x^0 x - 0 

fn(x) = xn (l-lnx) 

fn(x)=0 

xn(l-lnx) 

x^O x 

= limx111 -xn l Inx = 0 
x->0 

fn est dérivable en 0 et Cfn admet une demi- tangente 
horizontale en 0. 

• Limites aux bornes 

lim f (x) = lim(xn -xnlnx) = 0 
x—>0+ x—>0+ 

lim fn (x) = lim xn (1 - In x) = -00 
X—>-|-GO X—>-|-GO 

• Dérivée et sens de variations 

fn' (x) = nx11" '(1 - Inx) xn = xn" '(n - Innx - 1) 
x 

n-1 
Soit fn' (x) = 0 <=> x = 0 ou x = e " 

X 0 
n-1 

e n +00 

f(x) + 0 

f(x) 

0 ^ 

e"-1 

n 

-00 

3.a) On pose : fn+i(x) = fn(x) o fn+i(x) - fn(x) = 0 

•O xn (1 - lnx)(x-l) = 0 <=> x = 0 ou x = 1 ou x= e. 
D'où toute les courbes ( Cn) passent par les trois 
points : ( 0 ; 0) ; (1 ; 1) et (e ; 0). 
b) Position relative de ( Cn+i) et ( Cn). 
D'après la 3.a) on a le tableau suivant qui donne la 
position cherchée 

x 0 1 e +qo 
f„+l(x) - f„(x) - 0 + 3 
C„ pat- 
rapport à Cn+i 

Cn/ Cn+i Cn+1 / Cn Cn/ Cn+1 

4.a) Un est l'aire du domaine limité par (Cn) ; l'axe 

des abscisses et les droites d'équations : x = - ; x = 1 
e 

b) Comme fn(x) > 0 sur [0 ; - ] ^> (Un) > 0 ; de 
e 

plus Un+ 1 - Un = ji fn+1 (x)dx -ji fn (x)dx 
e e 

= ji(fn+1(x)-fn(x))dx<0 
e 

d'après 3.b) d'où (Un) est décroissante. 

c) On a : Un = j; xn (1 - In x)dx ; on pose : 

u(x) = 1 - In x u '(x) = — 
x 

v '(x) = xn v(x) = ^—xn+1 

n +1 

Un = 1 xn+1x (l-lnx) 
n +1 

' _ r1 x"dx 
1 Jl n +1 

x dx 

Un =- 
n +1 

1 

(n +1) 
1-- lim Un =0- 

n—>+00 
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Exercice 3 
La) Calcul de limites 

lim f(x) = lim 
e"x (e2x -1) 

e"x (e2x +1) 
= -1 ^ y = -1 est (AH) ; 

ex (1 - e2x ) 
lim f (x) = lim  —— = 1 y = 1 est (AH) ; 

X-H-co X—>-KO eX — g ^ 

-X _ X 
b) V x e Df ; - x e Df ; f(-x) =   — = -f(x) : 

e"x +ex 

f est impaire • 

• Dérivée et sens de variation 

f(;.)=(eX+e"X)2-(eX-e"X)2 4 ^ 
(ex + e"x )2 (ex +e"x)2 

Tableau de variations 

■ f(x)> 0 

X -oo +00 

f'(x) + 

f(x) 
  ' 

y 

- 4 3 - 2 - 1 X 

d) Calcul d'aire A 
fin3 fin3 eX — e'X 

A = f (x)dx =  dx .ua 
Jo Jo e

x +e-x 

: |^ln(ex + e"x ) = ln(3 + —) - lm2 = In —. 

2.a) Ui = f f(t)dt = A = ln-. 
Jo 3 

b) On a : tG[0 ; ln3] oO < t < ln3, en plus f est 

croissante sur [0 ; ln3] ; alors f(0) < f(t) < f( ln3) 

d'où 0 < f(t) <^ 0 < (f(t))n I(^)n 

/•In3 /«In3 /•In3 A. 
Donc f Odt < f fn(tXit <[ (-)n(tXit ; d'où 

Jo Jo Jo 5 

0 < Un <(-)n In3 ; donc lim Un =0. 
5 x—H-co 

c) 1 - f (x) = 1 - 

1 -f'(x) 

4 

(ex +e"x)2 (ex+ex)2 

2 

(ex + e"x ) - 4 
. -x \2 

e2x +2e'2x -4 
(ex +e'x)2 e +e 

= (f(x))2 

r o r 
Un+2 " Un = (f (t)n+2 " f (t)n)dt = (f (t)n(f 2(t) - l)dt : 

Jo Jo 
fin 3 —1 r i "lin 3 

Un+2 " Un = " f '(t)(f n(t)ldt =   f n+1(t) 
Jo n + lL Jo 

U„+2-U„=- 
«•In 3 —] r- . -il n3 

Un=- f'(t)(fn(t)ldt = —-fn-(t)n 11 Jo n +1L Jo 
—1 (-£)n+i 

n +1 5 

d) On a : Un+n -Un =^- (^)n+1 ; d'où : 
n +1 5 

U2n-U2n.2 

U2n-2 " U2n.4 

~1 ^4 
2n -1 5 

~1 ^-4 2n_3 
2n - 3 5 

-1 4 2 
u'-u- T'î 

-1 4 
u2-u0= T(-) 

u.n-u0 (V1^ 
è(2p-l) 5 

U+n=ln3-y 1 (7)2p'1 (car U0 = In3);puis on a 
(2p - D 5 

U^-U^^A2" ; 
2n 5 

u^-u^^A2" 
2n 5 

-1 4 o 
u^u'=T(5r 

U,„,-U2n., 
2n 5 

p=i ^ 

4 If 4 
e)On a : Sn = — + — — 

5 21 5 

IM \3 

315 

1 f 4 
x 2n 

n 1 
Or S, =y , 

^2p-l[5 

\2p-I 

2nt5 

A 1 f4 
de même S2 = V — — 

m2pv5 

y 
\2p 

Donc ; Sn = Si + S2 = ln3 - U2n+ In- - U2n+i 

Sn = ln5 - U2n - U2n " U2n+1 
lim Sn = ln5 ; car lim U2n = 0 et lim U2n+i = 0 

n->+co n->+co n->+x 
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Exercice 4 
La) Figure illustrant les données et répondant à 
certaines questions : 

r 

AJ = IB = - 
2 b)Ona : 

AJ ^ IB 

I ^ A 
il existe une unique rotation r, : 

B —> J 

c) L' angle de la rotation ri est déterminé par : 

a = (IB ; AJ) = (CB ; AC) = (CB ; CA) + n 

K 2K 
= h TT =  

3 3 

Le centre est Q, déterminé par : 

{médiatrice [lAJn médiatrice [BJ] }= (K). 
2.a) r2 (C ) = J ; r2(J ) = K ; ( voir construction), 
b) r2(jc ) = (JK). 

A —> I 

3.a) On a: h : B —> J h(ABC) = IJK 

C —> K 

b) S est la composée d'une homothétie et d'une 
rotation, alors S est une similitude directe de 

■ 1 i _ TT 71 
rapport I _ ~ I si d angle 2 — - tt = - —. 

c) S(A) = ri(h(A)) = ri(I)= A ; d'où A est invariant 

par S, donc A est le centre de S. 

d) On en dédéduit facilement la forme réduite de S 

qui est : S = h'o r' = r'o h' telle que : 

h' = h , etr' = r . 
(A;L (A;^, 

2 3 
4.a) Caractérisation de S3 

• a;? = 3(—) = —k S3 = h . 
3 (A^) 

C 'est - à - dire que S3 est l'homothétie de 

centre A et de arpport - ^. 

b) En posant p = 102011 ; on veut démontrer que 

S15"1 est une homothétie de rapport négatif. 

Méthode 1 : 

p = 102011 est un multiple impair de 10. 

P - 1 est un multiple impair de 9 et par suite c'est 
un multiple de 3 d'où p -1 = 3(2k +1 ) ; k g Z. 

Donc; alp1 =3(2k + l)x(-^)[27T:]. 

102011 -lo 

= 1 + 10 + 10' +... + 10201 o 

Méthode 2 : 

P- 1 

p-1 _ 1020" -1 

10-1~ 10-1 

lo2011 -1 = 9(1 + 10 + 102 + ... + 10201) o 

p-1 = 3x3(2k + l) 

(p-l)(-|) = 3(2k + l)(-7r) 

= -6k7T:-37T: = -7T:[27T:]. 

Donc S13"1 est une homothétie de rapport négatif. 
ri(M) = M, 

5.a) On a :< r2(M) = Mj ; De plus 

S(M) = M' 

ri (I) = A r2 (I) = I 

r1(K) = K Puis r2 (K) = B 

ri (A) = Sk ( J) r2 (A) = Sk (J) 

b) Soit AMM3 un triangle équilatéral indirect 

(car as 
71 1 
—). Comme (R. = —), alors M' 
3 v s 2 

est le pied de la hauteur issue de M , 

donc AMM' est rectangle M 

en M' ( indirect). 

ri M' 
'M, 
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c) On a : M ; Mj et M2 sont alignés d'où 

(MMi ; MM2MMM1 ; NiK) + (MK ; MÏ) + (MÏ ; MM2 ) 

71 

6 

(MK;NS)-- <» 
6 

711 

+ (MK ; MI) - - 

(MMi ; MM2)= 0 [TT] O (MK ; MI) = — [tt] 
6 

Qr (CK ; a) = (ÀK ; AI) = -;d'où Y est le 
6 

cercle de diamètre [AC] privé de I et K. 

|M 

M m 3 

113 

   

6 .a) MeFo M ; Mi et M2 sont alignés ; 

(M1M2) = (MM2) ; (MM2 ;1V5) = - ; 

car r ^ (M) = M2 (1) ; et 
(I ' 3) 

(MI ; MA) =(CI i^CA) = -| (2) cocyclicité de 

MAIC. Donc de (1) et (2) 

(MM2 ;1S)+(MI ; MA)=0 

d'où (MM2 ; MA) = 0<»(M1M2 ; MA) = 0 

A e (MM2 ) 

b) On a : S n 1 :M h-> M' => (MM' ; MA) = - — (1); 
(A:T:2> 6 

Or, (MA ; MK ) = (CA ; CK ) = — ( cocyclisité) ( 2) 
6 

De (1) et (2) on trouve : 

(MM ; MA) + (MA ; MK) = 0[7t]^> 

(MM' ; MK) = 0[7t]=> Ke [MM']. 

c)(MlM, ; MM') = (MA ; MK) = (CA ; CK) = -f7il. 
6 
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Sujet 2011 /Séries : C &TMGM / Session complémentaire 

Exercice 1 

P(Z) = Z3 -(6 - 2i)Z2 +(10-8i)Z - 4 + 8i 

La) P(2) = 8 -(6 -2i)4 +(10 -8i)2 - 4 + 8i 
= 8-24+20-4 + 8 i- 16i + 8i = 0 

b) A l'aide du tableau suivant on détermine les 
coefficients demandés : 

1 -6 + 2i 10-8i -4 +8i 

2 X 2 -8 + 4i +4 -8i 

1 -4+2i 2 - 4i 0 

D'où a= - 4 + 2i ; b = 2 -4i 
P(Z) = (Z- 2) (Z2 +(- 4 + 2i )Z + (2 -4i ). 

P(Z) = 0 o Z = 2 ou Z2 +(- 4 + 2i )Z + (2 -4i = 0; 

A = (- 4 + 2i )2-4(2 -4i)= 16 -16i -4 -8 +16i = 4^> 

^ 4 - 2i - 2 1 . ^ 4 - 2i + 2 0 . 
Z^ = = l-i ; Z, = = 3-i 

2 3 2 
D'où les solutions de l'équation sont : 

(2 ; 1 -i ; 3 -i}. 

2) On a : | Za | =| 1 - i| = V2 ; Zb = 2 . 

| Zc | = | 3 - i| = . 

D'autre part : BA = V2 ; BC = V2 ; AC = 2. 
En plus BA2 + BC2 : AC 
Donc le triangle ABC est isocèle et rectangle en B. 

• On a : OB = 2 ; AC = 2 (1) 

• ÀC / OB (2) 

De ( 1) et (2) On en déduit que OABC est un 
parallélogramme. 

3) S : M(Z) 1—> M'(Z') /Z' = 1 + 1 Z-i 

a) Comme cette expression est de la forme : 

Z' = aZ +b ou a +0 ; alors S est une similitude 

directe du plan. 
b) Eléments caractéristiques de S : 

1 + i 
• Rapport : Rs = 

• Angle de S : arg a = arg 

Centre de S : affixe co / co 

1 + i 

-b -1 

1-a 
1- 

1 + i 

2 
= l-i = Z, 

Donc le centre de S est le point A(1 ; -1). 
c) D'après l'expression de S on a : 

1 + i , l + i,„ , , 4 + 2i 2i „ ^ 
 Zr -1 = (3 -1) -1 = = 2 = ZR 

2 e 2 2 2 B 

Donc S (C) = B. 

f 
1' 

P 
0 s / \ x 

\ / \ 
\ / \ 

/ \ 
A C 

Exercice 2 

1) g(x) = -x3 -x2 -2x +2. 
a) Dg = E 

g est continue et dérivable sur Df. 

• Limites aux bornes : 

lim g(x) = +00 ; lim g(x) = -00 
X—^-00 x—>-|-CO 

• Dérivée et sens de variation 
g'(x) = -3x2 -2x -2 ; On pose : 

A = (-2)2 -4(-3)(-2) = 4 -24 = -20 < 0 ; 

A < 0 g'(x) < 0 

• Tableau de variations 

X -00 +00 

g '(x) - 

g(x) ' ^ -00 

b) D'après le tableau de variation g est strictement 
décroissante et continue sur R vers R, donc elle 

réalise une bijection de R vers R . 

c) Comme g est une bijection de R vers R donc 

l'équation g(x)= 0 admet une seule solution (a). 
On a : g(0,6) > 0 et g(0,7) < 0 d'où 

0,6 < a < 0,7. 

2xe~x 

2) f(x) 

a)f(x) = 

x2 +2 

2g(x)e-x 

(x2 +2)2 

b) Etude de f 

• Limites aux bornes : 

lim f (x) = lim -— ( %-) = -00 ; 
X—>—00 X—>—00 —^ ^ ]_ 

lim f (x) = 
2xe 

x2 +2 

1 + 

= 0- 
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• Dérivée et sens de variations 
Dérivée déjà calculée elle a même signe que g. 

• Tableau de variations 

X 0 a +oo 

f'(x) + 0 

f(x) 

-oo 

r f(a) 

0 

r f(x) r e X ^ f j 4. lim = lim — = +00 d ou f admet une 
X-^-co X x^-co X" + 2 

branche parabolique de direction (Oy') en -oo. 
c) Représentation graphique de f 

y' 

3) Un = f f(t)dt ; pour tout n / n >1. 
J n 

a) On a : n < t < n+1 0 < —^— < 1^> 
t2 +1 

te ' , pn+i te ' fn+l , 
0<- <6 '^>0<[   dt<[ e'dt 

t+l Jn t+l Jn 

0 < Un < [-e"' ][+I 0 < Un < -e_,n+1) + e"n 

T 
d'où 0<Un < (1 —)e_n lim Un =0; d'après 

0 n—>+oo 

le TH des gendarmes. 

b) Ona: 0<Un <(l--)e"n. 
e 

Soit 0 < Un < 10"5 =+ (1 - i)e"n < 10 
e 

10"5 , 10"5 

e < — -n < In - 

-5 

(1--) 
e 

(1--) 
e 

n > - In 1n > ln(l - -) x 105 

(1—)105 6 

e 

n >ln(l--) + lnl05 n > 12 
e 

Donc nn = 12 • 
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Exercice 3 

1) Figure illustrant les données et répondant à certaines questions. 
CJ B' 

G 
\ 

*v * A* 
\Q-7'' \ 

\ 

  

i 
b 

, 

/ \x\ \ ** .•***"«. 

/ / \ M'\  /IT \ \ 

V"È ; H 

,/ K 

% j 

..S^M 
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DH = HO 

n 2.a) On a : 

Il existe une unique rotation r telle que : r(D) = H 

(DH ; HO) = -(^0(27r) 

et r(H) = O 
b) Comme le triangle DHO est rectangle en H 
d'où le cercle circonscrit à ce triangle a pour 

centre Q milieu de [DO]. 

Ce point Q est le centre de la rotation r. 

L'angle de r est : (DH ; HO) = (271:). 

c) On a : A = bar{(H ; 2) ; (D ; -1)}^> 

r(A) = bar{(r(H);2);(r(D);-l)}^> 

r(A) = bar{(0 ; 2) ; (H ; -1)}= F 

Donc l'image du carré direct DABC par r est le 
carré HFC'B'. 

3) S = r o h ; où h a pour rapport — et de centre D. 

a) Par définition S est une similitude directe. 

Rapport de S : Rs =-^ 

K 
Angle de S est celui de r : as = — 

2 

Donc S = S , \ Q le centre de S à déterminer. 
2 2 

r o h 

b) On a :( A ; B ; C ; D) h-> ( O ; G ; D ; H) • 

rS(Q) = Q —■ di— tz 
4.a) ^ (QA ; QO ) = - (2n) 

|S(A) = O 2 

Q e ST [AO]' 

De même : Q e ' |1!G| ; Q e ' |tn| ; Q £ ' |nH| • 

b)S(r(A;On)= ^[S(A) ; S(A) S(a)] = ^[0:0 a] = r'. 
On a : (AO) est une médiatrice de [QTJ. 

D'autre part la symétrie axiale autour de (AO) 
nous permet d'écrire : 

S(Ao)(Q) = T 

n 
(AO) (A) = A (QA ; QO) = - = (TA ; TO) 

S(ao,(0) = 0 

D'où les points Q ; A ; O et T sont cocycliques. 

c) Ona : 2(TM ; TM') = 2(TM ; TQ) + 2(fn ; TM') (2n) 

2(TM ; TM*') = ( AM ; ÂH) + (ÔQ ; OM') (2n) 

Or 

S(Q) = Q 

S(M) = M ' : 

S(A) = O 

(OQ ; OM') = (AQ ; AM) (2n) 

Donc 2(TM ; TM') =0(271) , d'où l'alignement 

des points T ; M et M'. 

d) Comme : A'= bar{(A ; 2) ; (Q ; -1)}^> 

S(A') = bar{(S(A) ; 2) ; (S(Q) ; -1)}^> 

S(A') = bar {(O ; 2) ; (Q ; -1)}= O'. 

D'où les triangles QA'M et QO'M' sont semblables. 

Donc il existe une similitude S m de centre Q telle 
que : Sm(A') = M ; Sm(O') = M' ce qui nous 
permet d'écrire : Sm([A'*0']) = [M*M'] = J 
Soit S' la similitude de centre Q qui transforme A' enK. 
Ona: S'(M) = S'(Sm(A')) 

= Sm ( S'(A')) = Sm (K)= J. 

S '(Q) = Q 

S'(A') = K ; Comme QA'M est rectangle en A' 

S'(M) = J 

alors ; QKJ est rectangle en K. 

Lorsque M décrit F privée de Q et T ; J décrit le 

cercle de diamètre QJ privée de T et Q. 

Exercice 4 
1) f(x) = xln(x+l) 

a) Calcul de limites 

lim f (x) = +oo =^> x = -1 est une (A.Y) 
x->-l+ 

f f 
lim f (x) = +oo ; lim = +oo (C) 

X—>+co X—>+00 x 

admet une branche parabolique de direction (Oy). 

b)f(x) = ln(x+l) + 
1+x 

• Si xe]-1 ; 0] f (x) < 0 f est décroissante 
sur cet intervalle. 

• Si xe[0 ; +oo[ f (x) > 0 f est croissante 
sur cet intervalle. 

2) Tableau de variations 

X -1 0 +00 

f'(x) 0 + 

f(x) 
+oo +oo 

X c 
a) On pose  = ax + b H <=> 

1+x 1+x 

x2 ax2 + ax + bx + b + c ax2 + (a + b)x + b + c 

1+x 1+x 1+x 
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<=> i 

a = 1 

b = -1 

c = 1 

i 
b) A = £ f (x)dx = |o x ln(x + l)dx ; On pose : 

1 

u(x) = ln(x + 1) 

v'(x) = x 

— ln(x +1) 

u'O) = 
x + 1 

2 
v(x) = T 

I 

IX2 1 
0 2 x + 1 

-dx 

In 2 1 ri 

~ 2*° 

r I 1 
[ (x-l + )dx 
Jo x + 1 

In 2 "x2 x" 
1 

ln(x +1) 

2 4 2 0 2 

In 2 1 1 ln2 1 
= 1 = — ua. 

2 4 2 2 4 

3.a)Un= [ xnln(x + l)dx ; JO 
Comme xnln(x+l) est continue sur [0 ; 1] d'où 
l'existence de cette intégrale ce qui prouve la 
définition de la suite (Un). 

pl 1 
b) Ui=Joxln(x + l)dx = —c'est l'aire A déjà 

calculée en b). 
pl 

• Un+i - Un = xn ln(x + l)(x - l)dx ; Comme 
JO 

xnln(x+l) > 0 pour tout x de [0 ; 1]; (x - 1) < 0 

dans le même intervalle d'où Un+i - Un < 0 donc 

(Un) est décroissante. 

• D'autre part (Un) est minorée par 0 car elle est 
positive donc elle est convergente. 

d) Vn >1; 0 < x < 

0 < ln(x + 1) < ln2 

0 < xn ln(x +1) < xn In 2 

0<jox
n ln(x + l)dx < xn In2 : 

0 < Un < In 2 

In 2 

x" +1 

n + 1 

0<U < 
n + 1 

lim Un =0- 
n->+oo 

n+1 1 X 
- dx ; n > 1 4) Vn = | 1 

•'0 X + 1 

a) On a : Un = f xn ln(x + l)dx ; On pose 
JO 

1 
fu(x) = ln(x + l) 

lv'(x) = xn 

U'(x) = 

v(x) = 

x + 1 
n+1 X 

n + 1 

U = 

U„ = 

, n+1 

n + 1 

In 2 

ln(x +1) 
1 ri X n+1 

n + 1Jo x + 1 
-dx 

1 

n + 1 n + 1 

b) Vn >1; 0 < x < 

-V • 

11.x 
-< <1^> — 
2 x + 1 2 

n+1 
< 

, „ n+l , „n+l , 
f dx < f dx < f xn+1dx 
Jo 2 Jo y -i-1 Jo 

1 

x + 1 

xn+1 

x + 1 

1 

0 ' 

< X n+1 

1 
 < V < —-— lim V = 0- 
2(n + 2) n (n + 2) n->+oo n 

fi xn+1 

c) On a : V =  dx ; n >1. Nous savons que: 
Jo x +1 

ÏVx)1 =l-x + (-x) 
1=0 

1=0 

v„ =(-i)n 

. n, ^ ^ X + .,u_l-(-X)n+1 _l-(-l)n+1(x)n+1 
.+(-l)"(x)n«^(-x)i 

1=0 1 + x 

1 (-l)n(x)n+1 

1 + x 
«(-l)nx l-x + (-x)2 + + (-x)n - 

1 + x 

1 + x 

(X)n+1 

1 + x 

n+1 
x44 + + (-l)n -ln(l + x) 

2 3 n + 1 

vn =(-i)n 1-1+1+. 
2 3 

(-1)" 
•+ —-ln(2) 

n+1 

d) On a lim Vn =0<» lim 1-1 + 1 + - 
n->+Gc n->+Gc 2 3 

("D 1 1 ("D 
— ln(2) = 0<» lim 1-- + - + + ^—— = ln(2)- 
n+1 n^+oo 2 3 n+1 
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Sujet 2010 /Séries : C & TMGM / Session normale 

Exercice 1 

f(x) = ex- x -1 

La) Etude de f 

• Df = R ; 
• Limites aux bornes de Df 

lim f(x) = +oo ; lim f(x) = +oo • 
X —>-CO X —>+CO 

• Dérivée de f et sens de variations 

f (x) = ex -1 ; f (x)= 0 o x= 0 ; x < 0^> 

f (x) < 0 ; x > 0 f (x) > 0. 

• Tableau de variations 

X -00 0 +00 

f'(x) + 0 + 

f +00  0    +00 
I (Xj 

^--*0  

b) D'après le tableau de variations de f on a pour 
tout x : f(x) > 0 d'où ex > x +1. 

2.a) V x >-1 : x+l<ex ln(x+l)<x 

b) x < 1^> -x > -1^> ln( 1 -x ) < -x 
k=n 1 1 

3)Sn =^— ;onposex= —d'où 
k=i k k 

^>ln(l + ^)^>^>ln(^)^> 
k k k k 

^1 k +1 0 x 

-ln(1 + n) 
k=l & k=1 K 

b) lim ln(n +1) = +00 : lim Sn = +00 
n—>+00 

4.a) Un = Sn -ln(n) 

Un -Un-1= Sn -In (n) - Sn-i + In (n-1) 
1 . ,n-L 1 

= - + ln(- 
n n 

1 
) = - + ln(l--) 

n n 
L 1 

D'aprés3)ona :ln(l-—) < ln(l-—) + — < 0 
n n n n 

D'où : Un - Uh ! < 0 c'est a - dire que (Un ) est 

décrois sarte. 

b) On a : Sn > ln(n+l) > ln(n) 

Soit Sn - ln(n+l) > 0 c'est-àdire Un> 0. 

On a donc (Un) minorée et décroissante d'où sa 

convergence vers un réel y. 

Comme Un < U2 < Ui Un < 1 et Un> 0 ; d'où 

0 < Un < 1 ce qui prouve que : 0 < y < 1. 

Exercice 2 

1 .a) P(i) = i3 -(6cos0+i)i2 +(4+5cos20+6icos0)I - (4+5cos20)i 

=-i + 6cos0 +i+ 4i +5cos20 i -6cos0 -4i -5cos20i = 0 
A l'aide du tableau suivant on peut déterminer les 

coefficients réels a et b tels que : 
P(Z) = (Z-i)(Z2 +aZ + b). 

1 -6cos0 -i 4+5cos20+6icos0 -4i-5cos20i 
i X i (-6cos0)i 4i+5cos20i 

1 -6cos0 4+5cos20 0 

D'o ù P(Z) = (Z-i)(Z2 -(6cos0)Z + (4+5cos20)) 

b) P(Z) =0 o Z2 -(6cos0)Z +( 4+5cos20)=O ; 

A = (-(6cos0)2-4( 4+5COS20) 

= 36cos02 -16- 2Ocos02 =16cos02-16 

=16(cos02-1)= -16sin20 = ( i4sin0)2 

2,= 

Z2 = 

6cos0 +i4sin0 

6cos0 -i4sin0 

= 3cos0 + 2isin0 : 

= 3cos0 - 2isin0 : 

2.a) Mo(i) ; M^Z,) M2( Z2) ; 

i + 6cos0 i + Zj +Z2 
=  = 2cos0 + — 

3 
1 

b)ZG(2cos0 ;-). SoitZ(x;y); sachantque: 

-2<x<2 ; y = ^,G décrit donc le segment 

[CD] de la droite d'équation y = ^; avec 

C(-2 ; 1/3) et D(2 ; 1/3)- 

3.a) On a : Mi(3cos0 ;2sin0) ; Soit Mi(x ; y ) ; 

x o — = cos 0 
3 ^ f d ou 1 = 1 ; 
y • n 9 4 — = sin 0 
2 

c'est l'équation d'une ellipse. 

b) Les éléments caractéristiques de L' : 

• Centre : O (0 ; 0) 

• Sommets : A(3 ; 0) ; A(-3 ; 0) ; B(0 ; 2) ;B'(0 ; -2) 

c J5    r 
• Excentricité : e = — = — car c = -J9-4 = +5 ; 

a 3 
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c) Construction de F et F' 

1. 1 n 
y - 1 /J 

- - 2 - 1 0 

1. 

Exercice 3 
La) Etude de u 

• Du = ]0;+oo[ 

• Limites aux bornes de Du 

lim u(x) = -oo ; lim u(x) = +00 
x->0+ x->+=c 

• Dérivée de u et sens de variation 

u'(x) = 1 + — >0 u'(x) = > 0 ; Vxe Du. 
x 

• Tableau de variations 

x 0 +00 

u' (x) + 

u (x) 
-00 

b) f est continue et strictement croissante de 

]0 ; +00[ sur Edonc elle réalise une bijection du 
1er intervalle sur le deuxième. 

c) D'après le T.V il existe un réel unique a 
solution de l'équation u(x) = 0. D'autre part on a 
u(l) =-1 ; u(l) < 0 ; u(2)= ln2 ; u(2) > 0 d'où 1< a < 2. 
d) On en déduit le signe de u(x) comme suit : 

X 0 a +00 

u (x) 0 + 

2) 
f (x) =- —x2 + x - — x2 In x ;x>0 

4 2 

f (x) = 0 

1 
a) lim f(x) = lim (—x2 +x — x2 In x) = 0 = f (0) 

x—>0+ x—>0+ 4 2 

d'où f est continue à droite de 0. 

u, f(x) -f(0) , 3 
b) lim = lim (— x 

x->0+ X x->0+ 4 
1 x In x) = 1 : 

2 

fd (0) = 1 => f est dérivable à droite de 0 • 

Donc Cf admet une demi-tangente de coefficient directeur 
égale à 1 à droite de 0. 
c) Pour tout x > 0 ; f'(x) =-2x+1-x In x 

= x(-2 + —-Inx) 
x 

• Signe de f (x) 

— <a^>x> — ^>f '(x) < 0 ; 
x a 

— >a^>x< — ^>f '(x) > 0 ; 
x a 

• Direction as ymptotique 

f(x)) , 3 , 1 , ^ 
lim = lim (— x + l — xlnx) = -00 

X—>+go ^ x—>+go Z|. ^ 

Le graphique de f admet une branche parabolique 

de direction (Oy') en +00. 

d) Tableau de variations de f 

x 
0 — p +00 

a 

F (x) + 0 

f(x) —*■ 
0 -00 

f est continue et strictement décroissante de 

] — ; +00[ sur ] -00; f(—)[ donc elle réalise une 
a a 

bijection entre ces deux intervalles et par 

conséquent l'équation f(x) = 0 admet une unique 

solution (3 tel que (3 > — . D'autre part on a : 
a 

f(l) =—>0;f(2)=-l-21n2<0 ;Donc 1 <p<2. 
4 

e) Graphique de f 
y' 

F O 1 
3.a) In = |f (x)dx = |(— x2 + x — x2 In x) 

1 1 ^ ^ 
n n 

1 r 1 1 1 |P 1 T 

7Lx"Ji+7Lx'Ji"7,• 4 

4 

7 2 

1 

n 

1 
+ - 

4 
P2-- 

m 
--J 

2 
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K 
Sachant que • Jn = | (x2 ln x)^x 

_i_ 
n 

Jn 3 

^ 1 1 
P In P - —In- 

1 

n n 

1 1 .i, 1 1 — (-in- 
n 3 n 

n 

Jn =p3(^InP-^)-^(^In- + ^)^ 

In = -2(P3 - 4» + ^(P2 "^^(P3InP - ^In1 ) ■ 4 n ^ n o n3 n 

1 (P3-^) 18 

In=p3(-ilnp + -L) + 4(-^ + ^n--^) + i(P2-^)- 
6 18 n 4 6 n 18 2 n 

b) limln=p3(-4lnp + l) + lp2. 
"->•+» 6 18 2 

1 P 

Lorsque n—>+oo >0 d'où !„ —> |f(x)dxc' est 

à-dire l'aire limitée par ( C), l'axe des abscisses et 

les droites d'équations : x = 0 et x= p. 

Exercice 4 

La) Fgure illustrant les données et répondant à 

certaines questions : 
E D K  s,  

w'xN--.. /\Q ..••••••• 
\X H /•" / 

PVV'k x..y 

^ A \ Â"" 
/ ;a- p \ 

é'-" \ 
F A I I 

f DC = EF = a fD —>F 
2.a)\—, = ̂ 3r!: ^ 

[DC ^ FE [C —>E 

C 

D —>L 
Donc,f =S,carS, : < 

1 1 [C ^ D 

• L'angle de r est oq tel que : 

(DC;FE) = (FA;FE) = | 

• Centre de r = med[DF] n med[CE] ; 

Soit {A}= (AE) ni(AD);d'oùr = r _ 
(A;-) 

2 

b) r =Sadc Sac = SAi oSAC ; A, = (AD) ; 

r =Sab 0 Sae = SAB o SA2 ; A2 = (AE). 

c) c = Sab 0 Sad ° SAC = Sab c r 

= Sab 0 Sab 
o Sae = SAE. 

a est une réflexion d'axe (AE). 

3.a) Comme D ^ C et L ^ D ; 3 !S tel que : 

fD —> L — — 
Si<! d'angle asi=(DC ; LD) où 

[C ^ D 

(DC ; LD) = (DC ; DL) + tt =-^ + TT = ^ 

Donc : asi=— . 
2 

Rapport de 

b) S, 

Si Rsi- 
LD 

DC 2 

D —> L 

C —> D 

R —> R 

K 
(RD ; RL) = 

<^> 

R g gfDL] et 

n 
R E ^fco] (RC ; RD) = - 

Alors, R est l'intersection autre que D de 

S^dl] et ^[cd] .D'autre part 

(RC ; RD) + (RD ; RL) = ^ + ^ = tt R e (CL) 

Puisque Si(R)= R et Si (CL) = ( ID) on a Re(DI). 

d'où {A} = (CL) ni(DI) ; Sachant que (CL)est 

perpendiculaire à (DI). 

n fC —> D 
r(0;-): 

2 [L —> I 

c)h = h . ; f=hor 
<C''2> 

f est une similitude directe, elle vérifie : 

f(D)=h(r(D) = h(F)= L 

f(C)=h(r(C) = h(E)= D 

D —>L 

C —> D 
Donc, f = S, car : 

d) Sj = hj r, = q ohj ; avec hj = h(R ; 4) 

cl r, = r(R ; 4) 
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F —> B — — 
4.a)S2:j^ ^ ;rangledeS2est(FB;BC) 

= (BF;BC) + 7r=-- + 7r = - 
2 2 

BC 1 
Le rapportée S2 : RSiestégalà = — ; 

doncST = S(— ; —) 
2 2 

■ji 1 
b) Maintenant on a : S2 : S = S(Q : — ;—) ^ 

K 
(QF; QB) = - 

K 
(QF; QB) + (QB; QC) = tt 

(QB;QC) = — 

Q g (CL). 

D'autre part : S2(FC)= S2(CL) = (B K) 

Qe (CL) n (BK). 

5.a) Soit H le barycentre du système donné : 

H = bar {(A ; -1) ; (B ; 2) ;(C ; 1) ; (D ; 3)} 

= bar {(B ; -1) ; (C ; 1) ;(D ; -1) ; (B ; 2); (C ; 1) ; (D ; 3)} 

= bar (B ; 1) ;(C ; 2) ; (D ; 2)} = bar (K ; 4) ;(B; 1) } 

D'où He (KB). D'autre part on a : 

H = bar {(A ; -1) ; (B ; 2) ;(C ; 1) ; (D ; 3)} 

= bar {(A ; 2) ; (C ; 2) ;(D ; -2) ; (A ; -1); (C ; 1) ; (D ; 3)} 

= bar (A; 1) ;(D ; 1) ; (C ; 3)} = bar (L ; 2) ;(C; 3)} 

D'où He (LC). Donc le point H coincide avec le 

point Q intersection de (KB) et (LC). 
b) Etant donné que : 

• P intersection de (AJ) et (BK) 

• R intersection de (DI) et (CL) 

• S intersection de (AJ) et (DI) 
Par analogie avec la question a) on peut écrire : 

• P barycentre du système 

{(D; -1) ;(A ; 2) ;(B ; 1) ;C(3 ;3)} 

• R barycentre du système 

{(B; -1) ;(C ; 2) ;(D ; 1) ;(A ;3)} 

• S barycentre du système 

{(C ; -1) ;(D ; 2) ;(A ; 1) ;(B ;3)} 

c) PQRS étant un rectangle il suffit de calculer 
deux côtés consécutifs. 
On a : D'après le barycentre et le Théorème du 
milieu on peut écrire : 

KQ = ^KB ; PQ = |BK ; 

QP = 2KQ = -KB ; Or KB = Ja2 +— 
5 V 4 2 

D'où : RS = SP = PQ = QR = - = ^ 
5 2 5 

Donc PQRS est un carré. 

Vô,2 5a2 

• S PQRS = (^) = 
1 1 

= -a =-S ABCD 
2 25 5 5 

6.a) Sq la famille des similitudes définies par : 

A —> P 

B^Q 
Le rapport de cette famille est : 

C —> R 

D —> S 

Côté PQRS _ a 

Côté ABCD ~ 75 X a ~ V5 ~ 5 

(A —>s ^ ^ ^ ^ 
b) g : <^ ; avec 0 =(AB; SP)=(AB; AJ) 

B —>P 

1 

sin0 - 
BJ 

AJ a75 75 

2 

1 ; cosO = — = 
AJ a 7? 75 

c) Soit a l'une des similitudes Sq transformant 
ABCD en PQRS. 

Soit a (A) = P : 
On peut rencontrer l'un des cas suivants : 

• (ÔA ; ÔP) = (ÔA ; ÔS) + | = 0 + | (27r) 

• (ÔA ; OQ) = (OA ; OS) + 7r = e + 7r (27r) 

—• —• —•  • 371 371 
• (OA ; OP) = (OA ; OS) + y = 0 + y (271) 

En plus du cas initial évidement 

• (OA ; OP) = (OA ; OS) = 9 (27r). 
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Sujet 2010 /Séries : C & TMGM / Session complémentaire 

Exercice 1 

La) La fonction xh->xnexest continue donc elle 

est intégrable surE alors, V tE E 

Gn(t) = f xnexdx existe. J0 

Go(t)= jo
,exdx = [ex]|)=e,-l ; 

Gi(t) = [ xexdx ; On pose : 
J 0 

|u(x) = x _>|u'(x) = l ^ 

[v'(x) = ex [v(x) = ex 

Gi(t) = [xex ]o - £ exdx = te' - e' +1 

b) si t > 0 ; 0 < x < t ^>e0 < ex < e1 x < xex < xe1 

d'où f xdx < f xexdx < f xe'dx ; donc 
Jo Jo Jo 

t2 t2 

— < G^t) < —e' 
2 1 2 

c) si t < 0 ; On a G^t) =£ xe'dx = xe'dx 

Comme : t < x < 0 ^e' < ex < 1 x e' > xex > x 
ro r0 p0 
J xe dx >-J xexdx >J xdx d'où 

t2 t2 

e' < -G^t) < - — 
2 1 2 

^ I t 
c) si t > 0 ; — - 

2(e'-l) 

te'-e'-l 1 te' 
< < —- 

t 
= 1 ; d'où lim 

t(e'-l) "2(e'-l) 

te' -e' -1 _ 1 

t(e'-l) ~2 ' 
Or, lim 

t^o+ (e' -1) 

• si t < 0 ; on a (e' -1) < 0 et par conséquent 

1 te' te'-e'-l 1 t 
< < 

2(e'-l) t(e'-l) 2(e'-l) 

te'-e'-l jj 

2 

d'où 

lim 
t^o- t(e -1) 

2) In = Gn (1) = f xnexdx ; On pose : 
JO 

Ju'(x) = ex Ju(x) = ex 

|v'(x) = xn [v(x) = nxn_1 

Gn(t) = [exxnJ-njo
,xn-1exdx d'où 

Gn(t) = tV-nGn_I(t). 

D'après le résultat précédent on a : 

Gn(l) — e nln-i 

b) 0 < x < 1 ^>0 < xn< x""1^ 0 < xnen< xH-'c" 

0 < f xnexdx < f xn"1exdx 
Jo Jo 

0 < In < !„.! 

Donc (!„) est décroissante minorée par 0 d'où sa 

convergence. 

c)0<x<l^>l<ex<e ^>xn < xn ex < e xn 

1 e 
f xndx < T < e f xndx 
Jo n Jo n + 1 

<L < 
n + 1 

1 C 
lim < limln < lim d'où 
n->cc 1 n->co n->oo j-j | 

0 < lim In < 0 donc lim In = 0 
n—>oo n—>oo 

selon le théorème des gendarmes • 

Exercice 2 

La) Calcul de P(1 + i): 

P(1 + i) = (1+ i)3-(4 + 6i)(l+ i)2 +(-6+16i)(l+ i) +12 -4i 

= 2i -2 -(4 +6i)2i +(-6 +16i)(l+i) +12 -4i 

= 2i -2 -6i +12 -6 -6i +16i -16 +12 -4i 

= -12i +16i -4i +10 -22 +12 = 0. 

Le tableau suivant donne a et b: 
1 -4 - 6i -6 + 16i 12- 4i 

1+i X 1+i -3-5i-3i+5 -4 +8i-4i-8 

1 -3-5i -4 + 8i 0 

Alors : P(Z) =(Z- 1 - i)(Z2 -(3+5i)Z -4 +8i). 

P(Z) = 0 ++ Zo = 1+ i ou Z2 -(3+5i)Z -4 +8i = 0. 

D'où : A = (3+5i)2 - 4(-4 +8i) = 9 -30i -25 +16 -32i; 

A = -2i = (1-i) . 

Donc : Z, = 
3 +5i +1 - i 

3 +5i -1 + i 

= 2 + 2i; 

= l + 3i 

2.a) Figure donnant l'emplacement des points et 

nature du triangle. 
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y . c J1 

\ 

\ 

\ P 
/ 

* U 

/ 
/ 

l" r A 

0 L X 

ABC est rectangle et isocèle en B car : 

BC2 + BA2 = AC2 ; BC = BA =V2 ; AC =2. 

b) On a : A; B et C sont différents deux à deux ; 

• / * ^ , n AB V2 puis (AC ; AB) = — et  = — 
4 AC 2 

D'où l'existence d'une unique similitude S telle 

que : S = S ^ . 
(A;-—;—) 

4 2 

c) Comme S = S On a : 
(A;-—;—) 

4 2 

J2 
Z' -ZA =~~e 4(Z-Za)^> 

Z' = 1 + i+ — ( —-i—)(Z- 1 -i) 
2 2 2 

Z' = —Z + i et c'est la forme complexe de S. 

3.a) f : Mi-^M/Z'=^—^-Z + i ; Alors 
2 

f= S F ' 
4 2 

b) On a : f : Mn 1—> Mn+1 d'où (A; Mn; Mn+i) est 

rectangle isocèle en Mn+i car 

(AMn ; AMn+l) = -^ 

et 
AM„, 72 

AMn 2 

(Voir figure ci-contre). 

MjM, V2 
c) On ona: —-—- = — ; onpose : 

MoMj 2 

MqMJ = U0 ; MjM, = Up ;MnMn+1 = Un. 

l-qn+1 

72 

Alors : Sn = U0 + Uj +  + Un = U0 

1 
75 '-'T» 

Sn= -y( y—)- D'où h m Sn t->0" 
1- — 

2 2 
et c'est la limite de la ligne brisée demandée. 

Exercice 3 

1) Figure illustarnt les données et repondant à 

certaines questions : 
M,    - 

M"*:; 

/J 

v Ç1 

2.a) Comme : CJ = —BC = — BA = BI 
2 2 

et (IB ; CJ) = (ÂB ; CB) = (BA ; BC) = 

Alors il existe une unique rotation ri telle que : 

I^C 
ri : 

1 B h-> J 

71 
b) cette rotation a pour angle et de centre Q 

qui est le point de concours des médiatrices de 
[IC] et [BJ], 
3.a) On a : r2 = t o ri c'est une rotation par 

71 
définition d'angle - — et de centre à déterminer. 

Annales du Baccalauréat National Mathématiques / Séries ; C & TMGM IPN/Mr/2012-2013 95 



• r2 (I)= t O nd) = t(C) = K 

• r2 (B)= t o r^B) = t(J) = I 

Or, la rotation r est celle qui transforme I en 

K et B en I ; alors r2 = r 
(J;V 

b) Sa o r2 - S(Aj) o r2 - Sa o S(Aj) o J - A n (AJ) 

et (AJ ; A) = ; alors A = (JK) d'où 
6 

r2 = S(jK) o S(aj) • 
A i—^ A —- —- 

4. a) On a : S! : =^> 0S = (AB ; AK) = - et 

kc = 

B ^ K 

AK 1 

AB 2 

De même 

C^C 
S. : 

n 

K^B 
0S = (CK ; CB) = - et 

ks =2, 
- CK 

b) On a : f = St o Si = S , ; d'où f est une 
(?;y ;U 

2,71 
rotation d'angle —et comme f(B) = B alors 

f =r • 
(B;y) 

5.a) On peut écrire : 

(MQ; MJ)=(MQ; MMi) + (MMi ; MM2)+(MM2 ; MJ) 

Or,ri(M) = Mi ^>(MQ; MMi) = ^et 

r2(M) = M2^> (MM2 ; MJ) = - | ; alors 

(MQ ; MJ) = (MMi ; MM2)(27r). 

b) M; Mi et M2 sont alignés <=>(MQ ; MJ) =0(71:); 

(MQ ; MJ) =0(7r) o ME(QJ)\{ Q ; J}. 

c) On a : r2 = t o ri <^> t = r2 o rf1 d'où 

r2 o ri ^Mi) = r2 (M) = M2 <=> t (Mi) = M2 <=> 

M,M =CK <^> MiMo = CK donc la distance 1 2 
MiM2 est constante et la droite (MiM2 ) a un sens 

fixe qui est celui de (CK). 
Exercice 4 

2x2 +3x + 2 
I. 1) g(x) = 

x + 1 
; x > -1 

Comme 2x" + 3x + 2 > 0 (car A = 9 - 16 = -7 < 0). 

et x + 1 > 0 ; alors g(x) > 0. 
2) A l'ide du tableau suivant on trouve les 

coefficients c icrchés : 

2 3 2 

-1 x -2 -1 

2 1 1 

Donc g(x) = 2x + 1 + 
x + 1 

3) G(x) = x" + x + ln(x+l)+ 1. 

IL La) On a : f(x) = x2 + x + 1 + ln(x+l) = G(x). 
Calcul de limites : 

• lim f (x) = 1 -1 +1 + (-oo) = -oo ; 
x->-l+ 

lim f (x) = +00 
x—>+00 

r f(x) r 1 1 ln(x +1) 
• lim = lim x +1 + — + —^   

X—>+oo ^ x—>+oo ^ ^ 

= oo + l + 0 + 0 = +oo • 

Alors Cf admet une (A.V) d'équation x= -1 et 

une branche parabolique de direction (Oy) en +oo. 

b) f (x) = 2x+ 1 + —^— = g (x) > 0 d'où le tableau 
x +1 

de variations suivant : 

x -1 +oo 

f'(x) + 

 ». +oo 
f(x) 

-oo 

2.a) f est continue et strictement croissante donc 

elle réalise une bijection de I = ]-l;+oo[ vers 

J = ]- oo ;+ oo [. 

b) Comme Oe J,al ors il existe d'une manière 

unique a > -1 tel que : f(a) = 0 ; Or f(-0,52) < 0 et 

f(-0,51) > 0 d'où -0,52 < a < -0,51. 

3.a) Vx >0;x+l>l^> ln(x+ 1 ) > 0 

x + 1 + ln(x+ 1 ) > x + 1^> f(x) > x + 1 . 

Autrement dit Cf est au dessus de A d'équation 

y = x + 1. 

b) Comme C n C = A(x ; y) et vérifie 

f(x) = f Vx) = y <^> f(y) = x et f Vy) = x donc 

y = x c'est-à-dire x" + x + 1 + ln(x+l) = x <^> 

x2 + 1 + ln(x+l) = 0. On pose : 

h(x) = x2 + 1 + ln(x+l) ; 

1 2x2 + 2x +1 
h'(x) = 2x + 

x + 1 x + 1 
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Etudions le signe de h'(x) : 

A = 4 - 8 = -4 < 0 d'où le signe de h'(x) est celui 
de x+ 1 car le numérateur est strictement positif. 

X -1 P +oo 

h '(x) + 

h (x) 

-oo 

D'après le T.V il existe un unique (3 vérifiant 

h(P) = 0. A l'aide du calcul direct on trouve que : 

h(-0,8) > 0 ; h(-0,81) < 0 d'où : -0,81 < p < -0,8. 
1 1 p + 1 

c) ( f )'( P) = 
flf'iP) 2p2 + 3P 

P + l 

2 2p + 3p + 2 

4.a) Les points M(x ; y) pour lesquels la tangente 

est parallèle à D d'équation D : y = 2x est celle 

dont le coeficeint directeur est égal à ( f (x) = 2 ). 

f(x) = 2x + 1 +-^—= 2<=>2x - 1 + 1 

2x2 + x 

x + 1 

x(2x +1) 

x + 1 

= 0<=> x 

Oo 

1 
0 ou x = - 

x+1 x+1 2 
Donc les points cherchés sont 1(0 ; 2) ; 

b) Comme f est strictement croissante sur ]-l; +oo[ 
l'équation f(x) = k n'a qu'une seule solution selon 

les valeurs de k. 

c) Représentation graphique de C et C 

/ 

/ 

/ 
y = 
/ 

/ / 

y 
c, 

/ 

i / / 

/ / 

/ / 

P 
r— 
s cf' 

-1 
M yaÏ. 

0 1 

-1 
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5.a) Calcul de l'aire A : 
Comme C et C sont symétriques par rapport à la 
lere bissectrice ( y = x), on peut écrire : 

A = p2-2 [a(-f(x)dx 
jp 

A = p2 + 2x2 + 2x + 2 + ln(x + l)dx 

A = p2 + 2x2 + 2 + 21n(x + l)dx + 2xdx 

A = p2 +[x2]p + jp
a2x2 + 2 + 21n(x + l)dx 

A = p2 + a2- p2 + jp
a 2x2 + 2 + 21n(x + l)dx 

A = a2 + jp 2x2 + 2 + 21n(x + l)dx 

5.a) On a : A = oc2 + j 2x2 + 2 + 21n(x + l)dx 

a' + 
2x 

+ 2x 2| ln(x + l)dx 

2 2a3 0 2p3 

A — oc + h 2a  2P + 2j" ln(x + l)dx 

On pose : 

Ju(x) = ln(x + 1) 

|v'(x) =1 

u'(x) = 
x + 1 

a o 2a' Donc A = a" H  

v(x) = x 

| ln(x + l)dx = rxln(x +1) + 2x1" -2r  dx 
Jp JP Jp x + i 

f ln(x + l)dx = a ln(a +1) - p ln(P +1) - ( f (1  —)dx 
Jp Jp x + 1 

J" ln(x + l)dx = a ln(a +1) - p ln(P +1) - [x - ln(x +1)]^ 

= a ln(a +1) - p ln(P +1) - (a - ln(a +1) - p + ln(P +1)) 

(X + 1 
= a lii(a +1) - p lii(P +1) - a + p + ln( ) 

p + 1 

■ + 2a - 2P - + aln(a +1) - Pln(P +1) + Ini^ +|). 
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Sujet 2009 /Séries : C& TMGM / Session Normale 

Exercice 1 

La) : Z2-2(l+i)Z+2i = 0; 
2 

A = 4(1+i)2 -4(2i) = 4(2i) - 4(2i) = 0 

Z = ^ = l + i. 

En: Z' -2Z = 0<=>Z(Z-2) = 0<=>Z = 0ouZ = 2. 

b) A = 4(1 +isin0)2 - 4(2isin0) 

= 4(1 +2isin0 - sin20) - 8isin0 
2r 

Z' = 

= 4 + 8isin0 - 4 sin"0 - 8isin0 

= 4(1- sin20) = 4cos20 

2(l-l-isin0) + 2cos0 

Z" = 
2(l-l-isin0) - 2cos0 

= 1 + i sin 0 + cos 0 

= l-l-isin0-cos0' 

ie 2.a) Z'-l = isin0 +cos0 = e1" et 

Z"-l = isin0 - cos0 = -e"10 = e1(,I"0,■ 
Donc: | Z'-l | = 1 et | Z"-l | = 1; puis 

arg (Z'-l) = 0 et arg (Z"-l) = n - 6 ; D'où 

AM'= 1 ; (u ; ÂM') = 0/0g[O ; 2k[ et 

AM" =1 ; (u ; AM") = ti-0 /k-Q g ]-7t: ; tt]. 

Donc le lieu géométrique des points M' et M' ' est 
le cercle de centre A(l) et de rayon 1. 

h) z. = 1 + i sin 9 - cos 9 -1 - i sin 9 - cos 9 = -2 cos 9 e ' 

Donc la direction de (MM') est la direction fixe 
de l'axe réel, 

c) Construction de F 

ï 
/ \ 
f > 

i i 

i k 
c X 

3.a) Zc 
3Z'+ 2Z" 3 + 3isin0 + 3cos0 + 2 + 2isin0 - 2cos0 

= 1 + isin0 + —cosf 
5 

1 
b) G(x ; y) ; On a : x = 1 + — cos 0 et y = sin0 

Donc F' : (5(x -l)2) + y2 = 1 ; d'où 

F' est une ellipse. 

c) Les éléments caractéristiques demandés : 

• Centre : A(1 ; 0). 

,6 „ A 
• Sommets : (-; 0) ; (-; 0) (U !) (i; -i). 

Exercice 2 

1 
La) f (x) = 2xln(x+l) + x ( ) 

x +1 

: 2xln(x-i-l) + 
x + 1 

Or 

x>-l;x-l-l>0;- ->0 
x + 1 

• -l<x < 0 o 0 < x+ 1 < 1 o 

ln(x +1) < 0 et 2xln(x+l) > 0 

• 0<x<=>l<x + l<=> ln(x +1) > 0 

et 2xln(x+l) > 0 

Donc V xe]-1 ; +oo[ f (x) > 0. 

D'où f est strictement croissante sur ]-l ; +oo[. 
b) T : y = f (0)(x - 0) + f(0) ; 
T : y = 0 et on a f(x) - y = f(x). 

X -1 0 +oo 
2 X 

+
 

o
 

+
 

ln(x+l) 0 + 

f(x) - y 0 + 

P. relative T/ C f • C f/ T 

2.a) Comme f est continue et strictement 
croissante, alors f réalise une bijection de 

]-l ; +oo[ sur Ed'où f admet une fonction 
réciproque g. 

b) f(x) = x <=> x"ln(x+l) = x <=> x(xln(x+l) -1) 

<=> x = 0 ou cp(x) = 0 ou : cp(x) = xln(x+l) -1; 
x 

0 

cp'(x) = ln(x+l) + 
x + 1 

; x + 1 > 0. 
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Tableau de variations de cp 
X -1 a 0 P +00 

X - 0 + 

ln(x+l) - 0 + 

cp'(x) - 0 + 

cp(x) 

+00 

-1 

+00 

Le tableau de variation de cp montre que l'équation 

cp(x) = 0 admet deux solutions a et P telle que : 

a e]-1 ; 0] ( a strictement négative).On a : cp(-0,8) 

> 0 et cp(-0,7) < 0 d'où -0,8 < a < -0,7. 
c) Calcul de limites : 

f(x) 
= lim (x ln(x +1)) = +00 • lim 

x—>-1-00 ^ 

C admet une branche parabolique de direction 

(Oy) en + 00. 

• lim f(x) = -00 =^> x = -I est asymtôte verticale. 
x->-l+ 

En plus C et C sont symétrique par rapport à la 
droite y = x. 

3.a) A l'aide du tableau suivant on détermine les 
réel a ; b et c. 

1 0 0 0 

-1 X -1 1 -1 

1 -1 1 -1 

DoncV xe]-1;-i-oo[ on a :   
x + 1 

D'où a = 1 ; b =-1 ; c= 1 etd=-l. 

b) A = 2 f x2 ln(x + l)dx - f 2xdx 
Jcc Jcc 

0 - -n „3 

Je 

= x2-x + l-- 1 

x + 1 

= 2 -x3 ln(x +1) 
3 

2 f0 x 

3 x+1 
-dx- 

2 3 = — a 
3 

H 

2 f0 1 
ln(a + 1) (x2-x+l )dx+c 

3 Ja x+1 

2 •, 2 
= —a ln(a + l)  

3 3 
-x3 —— x2 + x — ln(x +1) 
3 2 

+ a" 

2t 2 -> l t a. 2 7 
= —a ln(a + l) + —a —a H ln(a + l) + a 

3 9 3 3 3 

2 3 2 7 1 2a3—2 
= —a + —a"+ —a + ( )ln(a + l) 

9 3 3 3 
7 1 

Or f (a) = a a" ln(a +1) = a ln(a +1) = — 

D ' où A = (— a + — a + — a + ( 
2a -2n 1 

-) — j4cm 
3 a 

2 7 4 7 1 2 7 
Donc A = (— a + — a + — a )4cm • 

9 3 3 3a 

Construction de C et C 

c 
f -1 y: 

/ 

/ c, 
/ 

1 i 

w 

a p 
-1 1 P 
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Exercice 3 
fi(x) = xe"x ; Df= E 

• Limite aux bornes de Df 

lim f (x) = -oo 
X—>-00 

lim f(x) = 0 y = Oest(A.H) 
X—>+oo 

f(x) _ , , 
lim = +oo =ï> C, admet une branche 

X—>-oo ^ 

parabolique de direction (Oy) en -oo • 

• Dérivée et sens de variation 

f i(x) = e"x - xe"x = (1- x)e"x 

f i(x) >0 V x < 1 ; f i(x) <0 V x > 1. 

• Tableau de variations 

X 0 1 +oo 

fl(x) i 

o
 

+
 

e"1 

fi(x) -oo 0 

• Représentation de Ci 

= -xe - e 

x -10 1 +00 

xn + 0 + + 

X- 1 - - 0 + 

f„+l(x) -fn(x) - - + 

P. relatibve 
Cn / Cn+1 « Cn / Cn+1 » Cn+1 / Cn 

• n impair : 
x -10 1 +00 

xn 0 + + 

X- 1 - 0 + 

fn+i(x) -fn(x) + - + 

P. relatibve 
Cn+l / Cn« Cn / Cn+1 » Cn+1 / Cn 

3.a) On a ; 1, = r1 2 f1(x)dx = l--; 
o e 

i 

1 /e1 c 

/ X 
/ 

f 

/ 
> 

r 

/ 
/ 
r 

/ 
/ 

0 
n+l 

h) In+i = f xn+1e Xdx ; On pose : Jo 

[u'(x) = (n +l)xn _ 

[v(x) = -e~x b) 

] +(n + l)f xne~xdx =-e-1+(n+1)1 
Jo Jo 

Ju(x) = x 

I v'(x) =e"x 

[- 
'On a ; 0 < x < 1 =>-1 < -x < 0 => e"1 < e"x < 1=> 
"0< e"x< 1=>0 < x,le x < x" 

0< 1" xne Xdx < 
Jo 

f xndx: 
Jo 

o< :„< 
(n + l) 

• 0 < In < 
(n + l) 

b) Calcul d'aire 

A = £ fj (x)dx = xe~xdx ; On pose 

|u(x) = x ^|u'(x) = l ^ 

[v'(x) = e~x [v(x) =-e~x 

£f,(x)dx=-[xe-q+£e-dx^ 

-h-l-L-M- 

f'f,(x)dx=(-i-i)+(o+l)=l+, 
•'0 e e e 

fn(x) est indépendante de n <=> xn est 

indépendante den<^>x = Ooux = 1. 
D'où les points cherchés ont pour 
coordonnées :(0 ; 0) ; (1 ; 1/e). 
b) fn+i(x) - fn(x) = (xn+1 -xn)e"x = xn(x-l)e"- 
On distingue deux cas : 

lim In = 0 ; D'après le théorème des Gendarmes. 
n—>+oo 
4.a) on a ; In+i = -e"1 +(n+l)In => 
e In+1 = -1 + e(n+l)In e In+1 - e(n+l)In = -1^> 

„ L+i e(n + l)In _ -1 _ 

J, 

(n + l)! (n + l)! (n+l)! 

el„ -1 

n! (n + l)! 

Jn+1 J„ = 
-i 

' Jn+l l|i — 

; Vne N* 

-1 

(n + l)! 
; Vne N*. 

(n + l)! 

b) On a d'après la relation précédente : 

h - h = — 21 

' 3! 

L " Jn-l . n! 
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En sommant membre à membre et après simplification: 

T T _ 1 1 , J - J, — —( 1 h H ) 
n 1 2! 3! n! 

Jn = J. -(— + — + + —); Or 
1 2! 3! n! 

j =-i = e(l - 2e_1 ) = e- 2 = e-(— + —) 
1! 0! 1! 

Donc on en déduit que : 

t _ 1 1 1 
J — C — ( 1 1 1 h H ). 

0! 1! 2! 3! n! 

c) On a : lim Jn = lim ( — In )= 0 x 0 = 0; Or 
n—>+00 n—>+00 j-j ' 

1 1 1 1 -i- 1 +
 

+
 • + — = 

Ï! 2! 3! n! 

1 1 1 1 

+
 1 +
 

+
 1 +
 

 + 
0! 1! 2! 3! 

Exercice 4 

La) Comme : 

A h-> B 

AC = BD 

ÀC^BD 
3 ! rotation r, qui 

K 
l'angle de r, est (AC ; BD)= —. 

C i ^ D 2 

n 
On a : (PA ; PB)=(PC ; PD)=- ^>Pe Li et r3. 

b) Comme r2 : 
A h-> D 

C i—> B 
l'angle de r2 est : 

(AC ; DB ) = (AC ; BD ) -7t = |- 7t = 

Donc (QA ; QD ) =(QC ; QB ) ^> 

Q e Lj nr4. 

c) Par conservation du milieu : 

r, (M) = N PMN est isocèle rec tan gle en P 

r2(M) = N QMN est isocèle rectangle en Q 

PMQN est un carré. 

2.a) Comme PAPiB et PCPiD sont des carrés 

directs donc : (PA ; PPi ) = (PC ; PP2 ) = — et 
4 

PP PC 1 r- 
—L = = = v2 ;Or A C et P. ^ P, 
PA PP ~ 1 - n 

cos — 
4 

Il existe une similitude unique Si qui : 
Ah^?! 

C h-> P, 

Le centre de Si est P ; son rapport est V2 et son 

7t 
angle est —. 

b) Comme: (PM ; PQ ) =- et —= —^= ^2 => 
4 PM „ n 

tan — 
4 

Si(M) = Q ; Or M est milieu de [AC] donc par 

conservation de milieu Q est le milieu de[PiP2] . 

Puis ona HEFinFsd'où: 

(HPi ; HP2) = (HP ; HP) + (HP ; HP2)= - + - = 7t 
2 2 

=>les points P, ; P2 ; Q cl H sont alignés. 

3.a) Comme QBQiC et QDQ2A sont des carrés 
directs alors : 

(QQfQC) = (QQ2;QA) = (QP ; QM) = 
n 

QC QC QM 7t V2 
 = cos — = — 
QP 4 2 

1 

QQi QQ2 

Q, 

Q2 A 

P^M 

b) Or S)1 conserve le milieu d'où P est le milieu 

de [Q1Q2] ; en plus HEr2 n r4 d'où : 
les point s Q ; Q2 ; P et H sont alignés. 

4.a) a est une similitude directe car elle est la 
composée de deux similitudes directes. 
Ses éléments caractéristiques sont : 

, . 7t 7t 7t 
• L angle : — + — = — ; 

4 4 2 

• Le rapport : (>/2)(—!=) = 1 ; 
v2 

• Le centre : Le point N car a est une rotation 

d'angle - : a(P) = 8,0 S2(P) = Si(M) = Q. 

b) Comme: a(Qi) = S10 S2( Qi) = Si(C) = P2 et 
ct(Q2) = S1 o S2( Q2) = S|(Aj = ?! =^Pi?2 =QiQ2 ■ Puis on a ; 

(Q1Q2 ; P?P| )= = (QiQ, ; BP, ) + 71 = -(P.P, ,0^2 )+ 71 

d'où (BP, ;Q1Q2)= -(271). 

5.a) r est une rotation d'angle (PjP, ;Q1Q2) = 
7t 

Or par conservation du milieu on a r(Q) = P d'où 

le centre de r est M. 
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K 
b) Comme r(P2) = Q2 donc (MP2 ; MQ2 ) = — ; 

n 
Or (HP2 ;HQ2 ) = (HQ ; HQ2 ) = (AQ ;AQ2 ) = - 

(MP2 ; MQ2 ) = (HP2 ;HQ2 ) Les points M ; H ; 

P2 et Q2 sont cocycliques. 
c) De même que les points : M ; H ; Pi ; Qi ; et N ; 

H ; Pi ; Q2 et Ni ; H ; P2 ; Qi. 
d) D'après le théorème des médianes appliqué aux 
triangles P2AC et Q2AC on trouve : 

P2A2 + P2C2 = 2P2M2 + et 

AC 
Q2A2 +Q2C2 = 2Q2M2 + — Or ; P2M = Q2M 

d'où P2A2 + P2C2 = Q2A2 + Q2C2. 
e) Relations semblables : 

• P1A2 + P1C2 = Q1A2 + Q1C2 ; 

• P1B2 + P1D2 = Q2B2 + Q2D2 ; 

• P2B2 + P2D2 = Q1B2 + Q1D2 . 
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Exercice 1 

1) a): / Z' = 

Sujet 2009 /Séries : C& TMGM / Session complémentaire 

' = (- + i—)Z + l->/3i 

l yf3 . ^ r .,,,71 
— + — i = e ^> t ^ est une rotation d angle — 
2 2 

et de centre le point d'affixe de : 
1-W3 

2 2 

Comme: ^1^ = ^4 = 2 

l-(i + 4 1-^ 
2 2 2 2 

Donc le centre est le point d'affixe de (2). 

a): f_1 : Z h-> Z' ! Z' = Z^ ï_x est l'identité du plan. 
—i —i 
2 2 

c) f 1 :Z^Z' / Z' = iZ + 2-2i. 
l+-i 2 

i- 2 - 2i 
On a : i ^ e 2 et = 2 f . est la rotation 

i-i 4. 

71 
d'angle — et de centre le point d'affixe 2. 

d) f9i :Z^Z' / Z' = —Z + 5 ; 

On a : — e E* \ |l} et _ — —2 —*> f2i est 

l-( —) - 
2 2 

-3 
l'homothétie de rapport — et de centre le point d'affixe 2. 

2.a) Calcul de Z\ : 
1 3 5 Z. = f(Zn) = f(3)= (—1 ffli)3 +1 - 2rai = —13rai +1 - 2rai = —Irai 
2 2 2 

Z2 = FCZ, ) = f( — + coi) = (— + cûi)(— + coi) +1 - 2cûi 

= co +CÛ1- 
4 

b) Pour démontrer que : Zn = 2 + 2 
1 

2cos0 

,in0 

lere étape : Initialisation : vérifions avec n = 0 ; 
Zq = 2 + (l)el0 = 3 c'est vrai 

2eme étape : Hérédité : Supposons pour n donné 

que :Zn = 2 
1 

2cos0 
ein et montrons que cela 

entraîne : Zn+1 = 2 
1 

2cos0 

n+1 
i(n+l)e • On a : 

Z„+1 = f(Zn ) = 4 + rai)(2 + )" eine ) +1 - 2aii 
2 2 cos 0 

= l+2coi + (- + coi)(—-—)nein0+l-2co 
2 2cos0 

= 2+(— + coi)!—^—)nein0 

2 2cos0 

Or , 0 = arg( — +coi) d'où cos0 = 
2|l + 0i| 

l + coi = 
1 1 

4> l + coi = 
2cos0 2cos0 

Donc : Z, n+1 : 2+( 
1 

2cos0 

n+1 i(n+l)0 

Conclusion : V n e N : Zn = 2 + ( 
2cos0 

)nei,„)e. 

c)Vn = ( \ \n i(n)9 
2cos0 

1 
= ( )n; carcos© > 0. 

2cos0 

Donc (Vn ) est suite géométrique de raison :q = 
1 

2 cos 6 

(Vn) est convergente <=>-1 < |q| < !<=> 

0 < —^— < 1 <=> cos 0 > — <=> 0 e 
2cos0 2 

d)d„=Zn+1-Zn=( 
1 

2cos0 
)n 

1 

2cos0 

-n n 

~3~ '3 

)eie -1 

1 
dn= ( )n+1 e -2cos0 

n 2cos0 1 1 

dn=Vn+1|-e 

Sn = Vi + V2 + 

-i0 d = V n n+1 

+ Vn 
1 

S n = ^ J_(1 _ qn+1 ) = 2cos9 (1 - )n+1 ) 
1 - q t 2 cos 0 

2cos0 

Sn est la longueur de la ligne brisée reliant les 
points Mq ; Mi ; Mn+i . 

Annales du Baccalauréat National Mathématiques / Séries ; C & TMGM IPN/Mr/2012-2013 104 



Exercice 2 

La) Etude de fo / fo (x) = ; Dtn = ]-oo; +oo[ 
1 "t- e 

Limites aux bornes : 
lim f0 (x) = 0 ; lim f0 (x) = 1 • 

X—>—oc X—H-oo 

Dérivée et sens de variation 

ex(l + ex)-ex(ex) _ ex 

0 (1 + ex )2 " 

Tableau de variations : 

x \2 
(l + ex) 

> 0 Vx G ^ 

X -00 +00 

fo(x) + 

   1 
f(x) 0 —  

b) Comme lim f0 (x) = 0 ; lim f0 (x) = 1 
X—>~co X^+oo 

Donc Co admet dux asymptotes horizontales dont 

les équations sont y= 0 et y = 1. 

c) fo(2(0) - x) + fo(x) = fo(-x) + fo(x) = 

1 ex ,1, 
= 1 = 2(—) : 

l + e"x l + ex ex +1 l + ex 2 

Q(0 ; est un centre de symétrie de Cq. 

= fn(-x) 2.a)fi(x) = 
1+e e +1 

Ci est l'image de Co par la réflexion d'axe (Oy). 

b)f1(x)= 1 

l + ex 

1 I _x _x 
1 1 = 1 = l-f (x) 

l + ex l + ex 

d'où = ^Donc Ci est l'image de CO 

par la réflexion d'axe la droite d'équation y = 
1 

c) Voir figure précédente. 

3.a) Uo = Ji)
lfl)(x)dx=£^-rdx ^ 

U0 = [ln(l + ex = ln(l + e) - ln(2) = In 

Ul = lofl (x:)dx = jo ^ " fo (x))dx 

f1 l + e ui= J0 dx - Uq = l-ln(—^—) . 

l + e 

b) Vxe[0 ; 1] : 1+ ex > 1 d'où 0< 
l + ex 

<1: 

0< fn(x) < e*1 n)x^>0< |ofn(x)dx < |oe
(1 n,xdx ; 

1 
Vxe[0 ; 1] :0<Un< 

1 e 

^(l-nlx 

(1-n) 

1-n 
0 < Un <" 0 < Un< 

1 

n-1 n-1 n-1 

lim Un = 0; D'après le Théorème des gendarmes. 

ri e_nx + elS_nx) 

4.a) U», + U. = £ ei+i 

i ^-nx . ^-(1-nx) , ^-nx /1 . ^x \ . f'e +e ' , fie (l + e ) , f1 -nx, 
 dx =    -dx = e dx 

Jo 4-1 Jo 4-1 Jo 

dx 

ex +1 

ri e~nx + e-*1-"'0 

J() ex +1 

-1 

n 

dx = 
" -1 " "-1" 

.ne11 n 

b) Comme : 

ex +1 

Donc Un+I +Un= |Vn|. 

Vn > 0 ; si n est pair 

Vn < 0 ; si n est impair 

Vo=U1+U0 ; 

V, =-U2-U0 ; 

V2 = U3 + U2; 

n e 

V„ = 
Un+i + Un ; si n est pair 

-Un+1 - Un ; si n est impair 

S„ = 
U0 + Un+1 ; si n est pair 

U0 - Un+1 ; si n est impair 

Sn-U0=Un+1 ou Sn - U0 = -Un+1 

|sn-u0| = |un+1| 

Sn-U0=Un+1 ou Sn - U0 = -Un+1 

|Sn-U0| = |Un+1|;Orlim Un+1=0^ 
n->-+oo 

lim Sn=U0=ln(^). 
n->+oo ^ 

Annales du Baccalauréat National Mathématiques / Séries ; C & TMGM IPN /Mr /2012 - 2013 105 



Exercice 3 
La) Figure illustrant les données et répondant à 
certaines questions : 

D 

•G' 

2.a) Comme 

3 ! rotation r qui 

AB = AC et AC= CD 

AB = CD Or ÂB ^ CD 

A^C 

B^D 

n 
b) L'angle de r est (AB ; CD) = (AB ; AC) = — ; 

Comme EA = EC et (EA ; EC) = alors EAC 

est équilatéral direct. 
D'autre part E est le centre de r. 
3) Comme CA = CB = CD = CE = a donc les 
points A ; B ; D et E sont cocycliques leur cercle a 
pour centre C et de rayon a. 
4. a) Un angle de S est : 

(BD ; BC) = (BD ; BA) + (BA ; BC) 

1 zz-rr-x zx a \ ^ 7Z 7Z 
= — (CD ; C A) = — 7i = — 

2 3 2 3 6 

Le rapport est de S est : 
BC 

BD 

a _ y/3 

aV3 3 
b) SoS (B) = S(D) = B ; SoS (D) = S(C) ; Or 

2 73 

(BC ; BG) = - et — = ——— = —-Alors 
6 BC a 3 

S(C) = G et ; SoS (D) = G; ; SoS (E) = S(A); 
Or ABC et ACE sont équilatéraux d'où 

(BE;BA) = îa^ = ^ = -UA 
6 BE as/3 s/3 3 

S(E) = A et S(A) = G' où G' est le symétrique de 
G par rapport à (AB) d'où SoS (E) =G'. 
Donc : l'image du triangle BDE est le triangle 
BGG'. 
5.a) f(B) = roS(B) = r(B) = D ; 

g(B) = So r(B) = S(D) = C; 
f(E) = roS(E) = r(A) = C ; 
g(A)= So r(A) = S(C) = G 

1 Z z~i TZ TZ TZ ,73 y/3 / b) Comme ; — + — = — etlx — = — (r est une 
3 3 2 3 3 

TZ 
similitude d'angle —et de rapport 1) alors f et g 

sont des similitudes d'angles ^-et de rapport ^/Â. 

Le centre de f est un point ( Qi) d'intersection des 
cercles de diamètres [BD] et [EC]. 

Le centre de g est un point (Q2) d'intersection des 
cercles de diamètres [BC] et [AG]. 

c) On a Q2EC est rectangle en EL et le triangle 

ELBD est rectangle aussi en est un point 
commun des cercles de diamètres respectifs 

[AG] ;[BC] ; [CE] et [BD] d'où EL est le centre de 

de g( EL est le milieu de [AC]). 

Exercice 4 2 
La) Comme le discriminant de x" -2x + 2 est 

négatif alors Vxe E : x2 -2x + 2 > 0 ; Or Vxe E 

x2 > 0 donc f(x) existe <=> 0 <=> Df = E* . 

b) limf (x) = +00 x = 0 est une (A.V) de C 
x—>0 

c) lim f (x) = -00 ; lim f (x) = +00 
X—^-00 X—>+00 

d) lim (f (x) - (2x - 3)) = 0 => y = 2x -3 est (A.O) de C. 
|x|->-+CO 

x2 - 2x + 2n 
On a D : y = 2x - 3 alors f(x) - y = ln(- -) 

qui a le même signe que 

-2x + 2 

x" — 2x + 2 
-1 = 

qui a le même signe que -2x + 2 d'où 

Le tableau suivant: 

X -00 i ) +00 

f(x) - y + + 0 - 

P. 
relative 

C/D C/D • D/C 
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2.a) f(x) =2+ (2x-2)^-2x(^^ :)= 2(1 + - 
x - 2 

= 2( 

x' x"-2x + 2 x(x"-2x + 2) 

x3 - 2x2 + 3x - 2 2((x -l)(x2 - x + 2)) 2(x-l) 

) 

x(x2 - 2x + 2) 
-) = • 

x(x2 -2x + 2) 
■cp(x) ; où 

cp(x) = 
x" - x + 2 

x2 -2x + 2 
; Or le discriminent de x2 -x + 2 est négatif d'où x2-x + 2>0^> cp(x) > 0. 

Donc cp > 0 ; V x ^ .b) Le T. Y de f 

X -oo a o p 1 y +00 

x- 1 - oi - 0 + 

X - oi + 

f(x) + 01 - 0 + 

f(x) 

-oo 

+od 

^ i 

i +00 
j % 

+oo 

0^ 

c) D'après le T.V de f et la continuité de f sur 

] -oo ; 0[ et ] 0 ; +oo [ on a l'équation f(x) = 0 

admet trois solutions : a ; (3 ; y . Puis on a : 

• f(-0,5) < 0 d'où-0,5 < a < 0 ; 

• f(0,5) < 0 d'où 0 < p < 0, 5 ; 

• f(l,5) < 0 et f(2) > 0 d'où 1,5 < y < 2 
d) Courbe de C ci-contre 

2x - 2 2 
3.a)On a : 

x2 - 2x + 2 l + (x-l)2 

2x - 2 2 

x2-2x + 2 x2 - 2x + 2 

2x -4 
d'où Vx 

b) A = J. 

x - 2x + 2 

2x - 4 2x - 2 2 

x2-2X + 2 X2-2X + 2 1 + (X-1)2 

i+x/3 2x — 2 r, , t ^ 
+^dx = [l„(x--2x + 2) 

= ln(l + 2^3 + 3 - 2 - 2^3 + 2) - In 2 

c) B= f 

= ln4 -ln2 = 21n2 -ln2 = ln2 
i+y/J 2 K ■dx ;où x = 1 + tant ; te [0 ; — [ d'où 

l + (x-lf 

x = 2 o tan t = 2 t = ■ 

x = I + n/3 c=. tan t = 73 w t = -^ ; dx = fl + tna2t)dt 

B 
2(1 +tan- t) 
— ^ c 

1 + tan- t 

71 
71 71 (N II •o 

J 3 4 4 

71 

6 

d) S= ^ (f (x) - (2x - 3)dx = ln(— 2,X + 2)dx • 

On pose ; 

u(x) = ln( 
x" -2x + 2 

) ^u'(x) = 
2x - 4 

x(x- - 2x + 2) 

v'(x) = l=>v(x) = x doù 

S = x ln( 
x" -2x +2n 

l+x/J 
r1+# 2x-4 

S = (1 + n/3 ) ln( 
(l + x/3): 

J2 x--2x + 2 

-) + 21n2-A + B — 

-dx : 

S = ((1 + x/3 ) ln( - In 2 + Jju.a 
(I +v3 j 6 
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Sujet 2008 /Séries : C & TMGM / Session normale 

l 

Exercice 1 

f(x) = x +   ;xeK- 
ex +1 

1 .a) Etude de f 

• Df = M. 

• Limites aux bornes 

lim f (x) = -oo ; lim f (x) = +oo 
X—>-00 X—>-00 

• Dérivée et sens de variations 

f '(x) = 1 ■ 
(ex +1)2 -ex 

(ex+l)2 (ex+l)2 

• Tableau de variations 

e2x +ex +1 

(ex +1)2 
>0 

f'(x) 

f (x) 

oo +oo 

+ 

►+00 

-oo 

)) D'après le T.V de f : f est continue et 
strictement croissante de E vers E, alors f réalise 

une bijection de E surE. 

2.a) lim (f (x) - (x +1)) = lim —^ 1 = 1-1 = 0; 
X—>—GO X—>—CO 0X _|_ 

Donc la droite D d'équation y = x + 1 est une 

A .0 de ( C ) en -oo. 

b) lim (f (x) - x) = lim —^— = 0 ; 
X->+oo x->+oo 0X _|_ ^ 

une A .0 de ( C ) en +oo. 
1 

est 

c) f(x) - X = 

f(x)-(x+l): 

ex +1 

1 

> 0 x < f(x) ; 

-ex 

-1 < 0 f(x) < x+1; 
ex +1 ex +1 

x < f(x) < x+1.Donc ( C ) / D' et D/ ( C) c'est 

-à-dire ( C ) est située entre D et D'. 

d) f(-x) + (f(x) = -x + —  h x + ■ ^ 
e ' +1 
1 1 

ex +1 

e~x+l ex +1 

ex 1 l + ex 

l + ex ex +1 l + ex 
= 1 

1 
(C) admet un centre de symétrie : Q(0 ; —). 

e) f(-0,7) x f(-0,6) < 0 ; par le calcul ; d'où (C) 
coupe l'axe des abscisses en un point A d'abscisse 

xq où -0,7 < xq < -0,6. 

y' / 
/ 

/ S 
/ 'S 

/ 
/ r 'A 

/ '/ 
/ / 

/ 
/ / 

/ / 
/ / 

- 2 / A / x 
/ / 

/ 
/ 

s / 
/ 

/ 

Exercice 2 

Vn e N * ;Un = ^ x3(lnx)ndx ; 

La) Uj = | x3(lnx)dx ; on pose : 

[u'(x) = x3 

I v(x) = In x 

Ui = ~~~ (ln x) 
4 

e 

4 4 

1 r 3 
1, 

u(x) = ix' 
4 =. 

v'(x) = 
1 

x 

4 re x 
Ji 4 

x — dx 
x 

dx = — 
4 

e4 + 1 

' 16 16 
U, 

3e4 +1 

16 

b) Un+1- Un = ^ X3 (ln x)n+1 dx - j x3 (ln x)n dx 

= ^ x3 (ln x)n (ln x - l)dx ; 

On a : 1< x < e ^>0 < Inx < 1^> Inx - 1 < 0 

x3(lnx)n(lnx - 1) < 0 

j6 x3 (ln x)n (ln x - l)dx < 0 o Un+1 - Un < 0 o 

(Un) est décroissante ; D'autre part : 1< x < e <=> 
0 < Inx < 1^> x3(lnx)n > 0^> 

Un = ji
ex3(lnx)ndx >0 ; 

• (Un) est minorée par 0 ; on peut en déduire que 

(Un) est convergente. 

2.a) Un = | x3(lnx)ndx. ; On pose 
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[V(x) = x3 

I v(x) = (lnx)n 

U(x) = -x4 

4 

v,(x) = 
n(lnx)n 

U„ = --(lnx)n 

4 
Tfxanxr'dx 

TT ^ nTT 
~4"_ 4 ^ 

4Un=e4-nUn_1o4Un+nUn_1=e4 

b)4\J2+2\Jl = e4 <=> U2 = 6 ~2Ul <^> 

4 3e4+1 
e — 

u2=. 
5e4-1 

32 

e4 -3U 
• 4U3 +3U2 = e4 <» U3 = - 

4 15e4-3 
e - 

U3=- 
32 17e4 +3 

4 128 

3.a) Un < Un-i car (Un) est décroissante =ï> 

nUn < nUn-i o 4Un + n Un < 4Un + nUn-i o 

(4 + n)Un < e4 o Un< 6 

4 + n 
(1). 

• 4Un+i+(n+l)Un = e ; 

Un+l ^ Un 4Un+l ^ 4Un 

4Un+l +(n+l)Un < 4Un +(n + l)Un O 

e4 <(n+5)Un<»-^-<Un (2) 
n + 5 

4 4 
De(1)et (2)on a: Vn e N* ; < Un <  

n + 5 4 + n 
4 4 

b) lim = lim = 0 lim Un = 0 
-)- 3 n->+co -)- Z|. 

4 4 4 „ ne ne ne 
On a : < nU„ < ; lim 

ne 4 
= lim = e 

n + 5 " 4 + n "->■+» n + 5 n^+co n + 5 

=> lim nUn = e4 . 
n—>+00 

Exercice 3 
P(Z) = Z3 -(5+6i)Z2 +(-4+14i)Z +8 - 8i. 
La) P(l) =1 -5 -6i -4 +14i +8 -8i = 9-9 +14i -14i = 0. 
3) Le tableau suivant donne les coefficients cherchés : 

1 -5 - 6i -4 + 14i 8- 8i 

1 X 1 -4 -6i -8+8i 
1 -4-6i -8 + 8i 0 

Donc; P(Z) = (Z-l)(Z--(4+6i)Z-8 +8i. 

P(Z) = 0 <»(Z-l)(Z--(4+6i)Z-8 +8i = 0 <=> 

Z-l = 0 ++ Z = I ou 

Z2-(4+6i)Z-8 +8i = 0; 

A = (4+6i)2-4(-8+8i) = 16 +48i -36 +32 -32i 

A = 12 + 16i = (4 + 2i)2 

^ 4 + 6i-4-2i 4i 
Z, = = — = 2i 

1 2 2 

4 + 6i + 4 + 2i . .. 
Z, = = 4 + 4i 

S = {1 ; 2i ; 4 + 4i}. 

2.a) ZG = ■ 
2Z4l - 2ZB -ZC 

2-2-1 

2Za 2Zb Zc- ZG <+> 

2(2i) -2(1) -Zc = -6 ++ Zc = 4 + 4i. 

4 + 4i - 2i 4 + 2i Zc ZA 

Zb _ ZA 
l-2i l-2i 

<=> 

Zc - ZA _ 2i(-2i +1) 

Zb Za 
l-2i 

= 2i: 

arg(^c _^A) = arg 2i = ^(27r) 
B A ^ 

Le triangle (ABC) est rectangle en A. 

b) MeLi o 2MA2 -2MB2 -MC2 = -10 ; 
2MA2 -2MB2 -MC2 =-MG2 +2GA2 -2GB2 -GC2. 

GA2 = | Zq -Z 'A 6 -2i |2 =36 +4 = 40 

GB2 = |ZG-ZB|2 =| 6 -1 |2 =25 = ; 

GC2 = Zq -ZC 2 = 6 -4 -4i |2 =1 2 -4i |2 = 20 ; 
2MA2 -2MB2 -MC2 -MO" +10 

MELi o - MG2 +10 = -10 o MG2 = 20 o 

MG =2^5 ; 

Donc F1 est le cercle de centre G passant par C 

( de rayon 2\f5). 

MEFî O MA2 -MB2 = -5 <=>MA2 -MB2 = -5 
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<» (MA - MB)(MA + MB) =-5 « 

2MLBA =-5 avec I = [A*B]<» 

MLBA = - — 
2 

Donc r2 est la droite passant par C et (1) à (AB) 
c'est-à-dire (AC). 

c) AC f
4^ f"21 ;GC 

v2y v4 . 
; AC.GC = -8 + 8 = 0 

(AC) 1 (GC). 
Donc Fi et lA sont tangentes en C ; c'est à-dire r2 
est la tangente de Fi en C. 

Exercice 4 
1) Etude de variations de u 

Du = ] 1 ; +[oo ; 

Limites aux bornes de Du 

lim u(x) = — = +00 ; lim u(x) = 0 
n->l+ Q+ n->+œ 

Dérivée et sens de variations 
-1 

-1 
u'(x) = _ X 

(Inx)2 xkrx 

• Tableau de variations 

< 0 ; u'(x) < 0 Vxe Du. 

x - oo +oo 

U'(x) - 

U (X)    — 

1 

2)f(x)=eu<x) =elnx; xg]1;+qo[ ; 

f (x)= u'(x).eu(x) < 0 ; car u'(x) < 0 +> f est 

strictement décroissante sur ] 1 ; +oo[. 

lim f (x) = +oo = ; lim f (x) = 1 
n->l+ n->+=c 

» Tableau de variations 

x 1 +00 

f'(x) - 

f (X)   ——>1 

rx+n 

3) Vn e N ;F(x)=f f(t)dtpc>l 
Jx 

a) xe]1 ; +oo[ ; on a x < t < x + n et f est 

décroissante ^>f(x+n) < f(t) < f(x) ++ 
T (x)dt /•x+n /"x+n /•x 

f f(x + n)dt<r f (t)dt < 
Jx Jx Jx 

f(x + n)[t]:+n<Fn(x)<f(x)[t];+no 

nf (x + n) < Fn (x) < nf (x) 

lim fn (x + n) = n x 1 = n; lim nfn (x) = n x 1 = n 
x->-l-oo x->-l-oo 

lim Fn (x) = n 
X—>+00 

b) Soit v(x) = ex -1 - x ; Vx > 0 ; On a 

v'(x) = ex -1> 0 ; Vx > 0. 

Tableau de variations 

x 0 +oo 

V ' (x) + 

V (X) 
+oo 

D'après le tableau de variations de v on a : Vx > 0 ; 

v(x) >0<^>ex-l-x>0<^>ex>l+x. 

On pose l = I + x ++ x = l - I 

On a donc : e1"1 > t t - 1 > Int ; 

x>0^>x+l>l<^>t>l<^>lnt>0. 

Donc : t -1 > Int > 0 o 0 < Int < t -1. 

,11 c) Int < t - 1  > 

1 1 
elnt > et_1 > 1- 

i 

In t t -1 

1 

t-1 

x+n 1 /•x+n — /«x+n 
J elntdt > J (In j-)dt <+> 

Fn(x)>[t + ln(t-l)];+n <+> 

Fn (x) > x + n + ln(x + n -1) - x - ln(x -!)<=> 

^ x , x + n - F 
Fn (x) > n + ln( —) <+> 

x -1 

^ x , x + n - F 
Fn(x)-n>ln( —) 

x — 1 

limln(X + n—-) = +oo lim F (x) = +oo 
x^l+ x-1 x^l+ " 

d) F'n(x) = f (x + n) - f(x) < 0 

• Tableau de variations 

X 1 +oo 

F'n(x) - 

Fn(x) 
"      „ 

e) Une allure de Fi 
Voir représentation ci-dessous. 
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S 

II 

k 

2 
Exercice 5 
La) Figure illustrant les données et répondant à 
certaines questions : 

F J 

\ / C o 

G I J 

|AE = BA^0 
b) < . . Donc il existe une unique 

[ae^ba 

rotation r telle que : r(A) = B et r(E) = A. 

c) L'angle de r est a telle que : 

K 
a = (AE ; BA) = (AE ; AG) = -(2n) 

Le centre de r est le point d'intersection des 
médiatrices des segments [AB] et [AE] c'est-à- 
dire le point O. 
d) r( I) est le symétrique de C par rapport à O et 

r(J) = C . 
2.a) C ^ A et A ^ B, donc il existe une unique 
similitude directe S qui transforme C en A et A en B. 

n 
b) L'angle de S est : (CA ; AB) = —(2n). 

Le rapport de S est : 
AB 

CÂ 
= 2. 

c) E est le symétrique de A par rapport à C, alors 
S( E ) est le symétrique de S(A) par rapport à 
S( C), c'est-à-dire S (E) est le symétrique de B par 
rapport à A donc S (E) = G. 
L'image du carré (COJE) est le carré (AEFG). 
3.a) D'après les données on a : 

S( E ) = G =^>(QE ; 

appartient au ^[eg] 

S ( C ) = A =>(QC 

appartient au L'icai • 

S ( A ) = B =^>(QA 

appartient au L'iabi • 

S ( J) = F =>(QJ ; 

n 
QG) = -(2k) 

n 
QA) = -(2n): 

n 
OB) = -(2n). 

n 
QF) = —(2n) : 

Q 

Q 

Q 

Q 

appartient au ^[JF] • 

b) S o S = h(a;-4) => S o S(C) = S( A ) = B^> 

h( C) = B o QB = -4QC=> Qe(BC). 

Les points B ; C et F sont alignés B ; Q et F 
sont alignés. 

Soit I'= [F*J] ; on a (AB) / (FJ). Soit hi une 
homothétie de centre Q qui transforme B en F 
alors : 

hi (A) = Lear QF = QB et FJ = --BA . 
2 2 

C'est -à-dire 
QF FJ 

= k ( k rapport de hi). 
QB BA 

Donc hi transforme le cercle de diamètre [AB] en 

le cercle de diamètre [JF], alors hi (I) =1' =4> 

I ; Q et F sont alignés et puisque Q appartient au 

L |jki alors L'iabi et L'uki sont tangents en Q . 

4.a) L'image de F par S est le cercle de centre 

S(A) et passant par S(Q) c'est-à-dire le cercle de 

centre B et passant par Q. 

Donc S (F ) =r'. 

' DQ) + (DQ ; DB)(7t) • (DA ; DB) = (DA 

(DA ; DQ) = (QD 

est isocèle en A ). 

(DQ ; DB) = (QB 

QA) (car le triangle QAD 

QD) (car le triangle QDB 

est isocèle en B ). Donc : 
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• (DA ; DB) = (QD ; QA) + (QB ; QD)(7r) 

= (QB ; QA)(7r) 

= --(7T) 
2 

n 
(k) 

= (QA ; QBXtt) 

Les points Q; A ; B et D sont cocycliques. 

b) M eL et M' = S(M). 
On a : 

(DM ; DM') = (DM ; DQ) + (DQ ; DM'XX) 

1 1 
= -(AM; AQ) + — (BQ ; BM'XTT) 

(AM ; AQ) + (BQ ; BM') (tt) 

S: 

A —> B 

Q ^ Q (QB ; BM1) = (QA ; ÂM) 

M —> M' 

1 
(DM ; DM') = -[(AM ; AQ) + (AQ ; AM) (tt) 

(DM ; DM1) = 0(7r) 

D ; M et M' sont alignés. 
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Sujet 2008 /Séries C & TMGM / Session complémentaire 

Exercice 1 

La) P(2i) = -8i +4(4+8i)-32i -40 +24 +8i 
= -8i +16 + 32i -32i -16 +8i = 0. 
b) A l'aide du tableau suivant on détermine les 
coefficients c rerchés : 

1 -4-8i -16+20i 24+8i 

2i X 2i -8i +12 -8i-24 

1 -4 - 6i -4 +12i 0 

Donc : a = 4 -6i ; (3 = -4 + 12i. 

P(Z) = 0<^>Z-2i = 0 =^> Z = 2i 

ou Z2 -(4 +6i)Z -4 + 12i = 0. 

A = (4 +6i)2 - 4(-4 + 12i) = 16 + 48i -36 +16 -48 

A = -4 = (2i)2^> 
4 + 6i + 2i 4 + 6i — 2i 

Z = = 2 + 4i ;ou Z = = 2 + 2i • 
2 2 

Donc les solutions sont S = {2i ; 2+ 4i ; 2+ 2i}. 

2. a) Avec I milieu de [OA] on a : 

OA 
IM = 

v 2 + 21 , . ZI = = l + i m -l-i| = V2 

OA = 
|2 + 2i|_2V2 _ 

O' 

 J 

A' /M" 

/ 

K / 1 

l 0 

\ 
/// 

- 1 1 

b) On a la rotation : 

n 
• de centre A , d'angle - — transforme M en E, 

71 
• de centre O , d'angle — transforme M en F, 

Donc :e - 2 - 2i = e 2 (m - 2 - 2i) = -i(m -2 - 2i) 

e - 2 - 2i = -im+2i -2 

• e = -im +2i -2 +2 + 2i e = -im +4i. 

e - m = im 

. Z0 + ZA + ZM 

f = im. 

0 + 2 + 2i + m 

1 2 + 2i 
g = -m +  

3 3 

4i 
c) Comme : e + f = — = 2i = ZB H = B, Or 

| ZB-1 - i| =| 2i -1- i| = | -1 + i |= V2 

BeF donc H est un point fixe de F indépendant de 

la position du point M sur F. 
d) Les lieux géométriques demandés : 

• celui de E est le cercle image de F par la 

71 
rotation de centre A d'angle , 

• celui de F est le cercle image de F par la 

71 
rotation de centre O et d'angle —de diamètre 

respectifs [AO'] et [OA'] tel que AOO' est 
isocèle rectangle indirect en A. OAA' est 
isocèle rectangle direct en O. 

• celui de G est le cercle image de F par 

l'homothétie de rapport ^ et de centre le point 

2 + 2i 

d'affixe 

i-i 
3 

= 1 + i qui est I centre de F 

Donc Le lieu géométrique de G est le cercle 

de centre I et de rayon - IA. 

e) Comme Be(EF) et BeF on a (EF)) est 

tangente à F <=> EF F et EF _L IB, Or EF _L IB 

f -e 
<=> iE Or 

1 + i - 2i 
f - e 2im - 4i 2(im - 2i)(l + i) 

1 + i - 2i 1-i 2 

(im - 2i)(l + i) = (i(x + iy) - 2i)(l + i) où M(x; y) 

, f.~eo. = (ix - y - 2i)(l + i) 
1 +1 - 2i 

Donc EF _L IB <=> -x -y +2 = 0 c'est -à-dire 
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y = -x +2, Or la droite d'équation y = -x + 2 coupe 

F en deux points : B et le point d'affixe 2 Or pour 
M d'affixe 2 on a : E = F = B. 
Donc B est la position de M pour laquelle le droite 

(FF) est tangente au cercle F d'où 
e = -i(2i) + 4 i = 2 + 4i. 

Exercice 2 
71 

La) Avec x = tant ; tE[0 ; — [ ; on a : 

x = 0 <=>t ant = 0 <=> t =0 ; 

x=l<=>tant=l<=>t= — 
4 

71 -« 71 
F =p — (1 + tan2 t)dt = pdt = l(--0) = - 

Jol + tan2t Jo 4 4 
1 „ ^ n 

b) Vx e[0 ; 1] :  r > 0 et 
1 + x 1 + x 

> 0 In >0 

et n e N* Un > 0 . Puis Vx e[0 ; 1] : 

V 

1 

x2n + 2 < x2n< 1 d'où Vx e[0 ; 1] : 

x2n+2 x2n 

< < •VueN : 
1 + x2 1 + x2 1 + x2 

Un+i < Un < Uq D'où (Un) est positive et 
décroissante donc (Un) est convergente (car elle 
est minorée et décroissante). 

c) Un+1 + U = r— n Jo J 

ix2n+2 +x2n 

dx 
+ x 

2n / 2 
flx (x :i;dx=fix2ndx 
Jo 1 + x Jo 

1 2n+l 

• O^n : Ui + Uo = 1 

• 1—>n : Uo+ Ui = - 
3 

2n +1 

1 

2n +1 

Ui = 1 - Uo = 1 - - 
4 

-2 n 
U2 = 1 -Uo= - -1 +-= —+ 

3 4 3 4 

d) On a : VnE N Un > 0 d'où VnE N : 

Un+l + Un > Un donc VnE N : 0 < Un < 
1 

2n + 1 

limUn = 0, D'après le théorème des gendarmes. 
x—>oo 

2.a) Vq = [ ln(l + x2 )dx ; On pose : 
•'0 

u(x) = ln(l + x2)^>u'(x) = 

V'(x) = l^>v(x) = x 

2x 

1 + x2 

Vo= rxln(l +x^)~| -2f ^-dx =ln2-2Ui. 
L Jo Joi+x- 

Vn >1 ; Vn = f (2n + l)x2n ln(l + x2 )dx ; On pose : 
JO 

t 2x 
u(x) = ln(l + x")^>u'(x) = ^ 

1 + x 

V'(x) = (2n + l)x2n v(x) = x2n+1 

2n+l 

v.= V"1in(i + xî)]l-2jôf 

b) ln(l + x2 )dx = V0 = In 2 - 20; 

-^ùx =ln2 - 2Un+1. 

= In 2 - 2(1 - —) 
4 

= In 2 - 2 + - • 
2 

c) Comme (Un) est décroissante et 

Vn= ln2 - 2Un+i, alors (Vn) est croissante, 

lim Vn = lim (In 2 - 2Un+1 ) = In 2 - 2(0) = In 2. 
n—>+oo n—>+oo 

Exercice 3 
1) Etude de f 

• Df=R* = ]0 ; +qo[ 

• Fimites aux bornes : 

lim f (x) = -oo ; lim f (x) = 0 
x—>0+ x->+=c 
• Dérivée et sens de variations 

1 
x" -2xlnx 

f(x) = _ X 1 - 21nx 
. Soit f (x) = 0 

1 

- i 2 

o Inx = 2 o x = e2 ; f(e" ) = e 2e 

i i 
0 < x < e2 => f (x) > 0 ; x > e2 => f (x) < 0. 

• Tableau de variations 

X 
1 

0 e2 +oo 

f (X) + 0 

f(x) 
1 

-oo 0 

Représentation graphique de f 
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y' 

0 X 

/ rv 

2.a) lim fk (x) = -oo; lim fk (x) = 
x—»0+ x-^+œ 

0 ; si k = 0 

-oo ; si k e ]0; l] 

On a les cas suivant : 

Si alors 

o
 il Ck = Cf a 2 asymptotes 

x = 0 et y= 0 

k g]0; 1] 
lim = 0 ; Ck a une seule 

X—>+00 ^ 

asymptotes x = 0 

b) cpk(x) = - kx3 -21nx ; 

lim cpk (x) = +oo ; lim cpk (x) = -oo 
X^0+ X—>+00 

(p'klx) = - 3kx2 - — < 0 ; Vxg ; V kG[0 ; 1] 
x 

x 0 ak +00 

f (x) + - 

+oo —_________ 
f(x) 5   —>. -oo 

D'après le T.V de cpk et sa continuité sur R* , 

l'équation 1 - kx -21nx = 0 admet une solution 

unique otk, Or cpk(l) = 1 - k > 0 et cpk(^) < 0 

d'où 1< ak < n/c. 

c)f'k(x) = 1 2111X - k = a ie 
x x 

même signe de 1 - kx3 -21nx d'où le T.V de fk / k+0 

X 0 ak +oo 

fk(x) + 0 

fk(x) 

-oo " 

fk(0tk ) 

- oo 

3.a) 0 < k < k' < 1 alors : -k' < -k ; d'où 

-k'x < -kx ; Vxg R" 

alors on en déduit : 

fk-(x) < fk(x) ; Vxç 

X 0 +oo 

P. relative C k / C k' 

b) Co = (E) ; Co,2 = ( F) ; Cq.s = d). 

4) Mk(x; y) avec x = ak et 

y = fk(ak) = lnak - kak ; Or 1 - kak3 -21nak = 0 

alors k = 

a' k 

l-21nak 

a3 

lnak 1-21nak _ 31nak-1 _ 31nx-1 

a" a" a" 

Donc l'équation cartésienne de ( F) est 
31nx -1 

y= —?—■ 

Exercice 4 
1) Figure illustrant les données et répondant à 
certaines questions : 

Dr  aC 

\ X? /k 

/}'•■:. ■■■ ' A 

2.a) Comme 
AE = - AB ; BF = — BC 

3 3 

AB = BC 

D'où AE =BF ; Or AE + BFdonc il existe une 

Ta i-+ b 
rotation unique r telle que : < 

[E i-+ F 

b) L'angle de r est : (AE ;BF ) = (AB ; AD ) = 
K 

Or avec O le centre de ABCD on a : OA = OB et 

 '  * 71 
(OA ; OB ) = — donc O est le centre de r. 

2 

c) On a r : 

A h-> B 

B h-> C 

C i—> D 

D i-+ A 

E = bar {(A ; 2);(B ; 1)} 

F = bar {(B ; 2);(C ; 1)} 

G = bar {(C ; 2);(D ; 1)} 

H = bar {(D ; 2);(A ; 1)} 
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r : 

F i-> G 

G^H 

H^E 

les triangles OEF ; OGH ; OHE 

sont des triangles isocèles rectangles en O, d'où 
EFGH est un carré. L'aire de EFGH est : 

EF2 = BE2+BF2= (—a2) + (-a2) = — a2 

3 3 9 
Oh^O 

3.a) Comme r : A h-> B => (OB ; OF) = (OA ; OE); 

E h-> F 

OF OE 

OB " OA 

Donc S(B) = F ; Or ABCD et EFGH sont des 
carrés directs d'où S(C) = G et S(D) = H. 

b) On a : S : ABCD —>EFGH Donc le carré du 

^a2 

aire(EFGH) 9 
rapport de S est : 

aire(ABCD) 
■ , = - d ou 

r 9 

Le rapport de S est : . 

c) Comme S : 
A F 

donc l'angle de S est 
B h-> F 

(AB ; FF) = (EB ; FF); Or le triangle EBF est 

2 

_ . 5 , BF 3a 2 
rectangle en B d ou cosa = — = _ = . 

FF V5 75 

4.) Comme r : 
[AG] [BH] ; [CE] i-> [DE] 

[BH] h^ [CE] ;[D| ]M. AG 

Donc par conservation du centre 

I^J ; K h-> F 
r : 

F h-> I 
d'où UKL est un carré. 

J h-> K 

b) Soit M = bar {(D ; 4) ; ( F ; 9} On a ;M e(DF); Or, M = 
bar {(D ; 4) ; ( B ; 6); (C; 3)} 
= bar{(A ; 4) ; ( B ; -4); (C; 4); ( B ; 6); (C; 3)} 
= bar {(A ; 4) ; ( B ; 2); (C; 7)} 
= bar {(E ; 6) ; ( C ; 7}. 

c) On a : CK = —CE Or, r"1 conserve le barycentre 
13 

d'où J = bar{(C ; 4) ; ( E ; 9}, alors 

CJ = —CE 
13 

•KJ= —CE; 
13 

KJ = —CE. 
13 

Or Faire de UKL est K,F où 

i 9 t 9 4a2 1 a2 

K,F =  CE" = ( ha"). Donc Faire de UKL est — 
169 169 9 13 

Exercice 5 
1) Figure illustrant les données et répondant à 
certaines questions : 

   

2.a) Comme : 

n 

B^D 
Donc3 ! similitude Si de centre B 

B^ A 

qui transforme D en A. 

b) L'angle de S est (BD ; BA) Or les segments 

[ ADJet [BE] ont le même milieu et ont la même 
longueur ( 2a) donc ABDE est un rectangle direct d'où 

 ■  ■ 7t 71 
(BD ; BA) = — donc l'angle de Si est —. 

Le rapport de Si est 
BA a a a 1 

BD 2 2 " -a" V3a2 aV3 \f3 

D h-> A 

c) Comme Si ^ d'où l'image de 
L'angle de Sj est — 

la droite (DE) est la perpendiculaire à (DE) 
passant par A qui est la droite (AE). 

Donc : le lieu géométrique de M' est la droite 
(AE) privée des points A et F' = Si(E ) ; M' est le 

point d'intersection de (AE) avec la 
perpendiculaire à (BM) en B. 
Comme les triangles BMM' et EMM' sont 
rectangles de même hypoténuse [MM'] donc les 
points M' ; M ; B ; E sont cocycliques. 
3.a) L'angle de S2 est : 

(IF ; BD) = (BE ; BD) = (BC ; BA) + (BA ; BD) 

n n n 

Le rapport de S2 est : 

3 2 6 

BP _ aV3 _ 2^3 

IF ~ 3 ~ 3 
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b) Comme 

n 
S,(I) = B ;(AI ; AB) = — 

et 
AB _ a _ 2 _2y/3 

AI aV2 V3 3 

2 

S,(E) = D ;(AE ; AD) =- 
n 

et 
AD 2a 2y/3 

AE aV3 73 3 

Donc le centre de S2 est A. 
4. a) Comme f est une composée de deux 
similitudes donc f est une similitude, son angle est 

, , ,717171 
la somme des angles : _ = ' son raPPort est 

, . , 1 273, 2 
le produit des rapports : —= x ( ) = —. 

V3 3 3 

b) On a : f(E ) = S10S2 ( E ) = Si(D) = A ^>avec Q 

n 
centre de f, on a : (QE ; QA) = — ; Or 

(DE ; DA) = ^ d'où (QE ; QA) = (DE ; DA) 

Donc les points Q ; E; A ; D sont cocycliques d'où 

Q appartient au cercle de diamètre [AD] qui est le 
cercle de diamètre [BE]. 

On a : f(I) = S10S2 ( I ) = Si(B) = B 

(QI ; QB) = | Or; (BI ; BA) = — d'où 

(QI ; QB) = (BI ; BA) donc E est le cercle 

passant par I et B et tangent à la droite (AB) en B. 
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Sujet 2007 / Séries : C & TMGM / Session normale 

Exercice 1 

A. Méthode 1 : Utilisation des nombres complexes 
C 

a) On a : AA' = BC et (BC ;AA') = ^ [2n\ ces 

deux égalités se traduisent par : 

a'-a tt r ■, 
arg = - [27rl a-a >- 

b-c 2 L J d'où -—- = e 2 

c-b = a'-a 
b-c 

D'où : a' - a = i(c- b) donc a' = a - b + ic. 

b) De meme on peut écrire : 

b' - b = i(a- c) d'où et c' - c = i(b- a) 

c) Soit G le centre gravité de ABC, g son affixe , 

il est définit par : 

a + b + c 
g=^— 

On a : g' = a + ^ + c cst i'affixe centre 
3 

de gravité de A'B'C. 

^ a - ib + ic + b + ia - ic + c + ib - ia 
0r- 3  

a - ib + ic + b + ia - ic + c + ib - ia 

a + b + c 
= g 

D'où ABC et A'B'C ont même centre de gravité G. 
1. Méthode 2 : Utilisation d'une rotation 

vectorielle : 

a) On a 
(AA'; BC) = — f27rl 
V 2 L <=> cp(AA ) = BC 

AA' = BC 

De même on remarque que : 

cp(BEr') = et cp(CC"') = AB. 

D'après les proporiétés de cp on a : 

cp( AA ' + BB ' + CC ') = cp( AA ') + cp(BB ') + cp(CC ') 

= BC + CA +AB = 6 

b) De la question précédente on a : 

cp(AA^'+ ^'+ œ') = Ô o AA^'+ BB^ + CCf'= Ô 

d'où en introduisant G : 

AG + GAT' + BG + GIU + CG + GC = Ô 

GA ' + GB ' + GC ' = 0 
c) Il résulte que G' est aussi le centre de gravité de 
A'B'C. 
B. Méthode 1 : Utilisation des nombres 
complexes 

c-b' c-ia-b + ic 
a) On a :  =  

c-a' c-a + ib-ic 

_ -ia - b + (i + l)c 

-a + ib + (1 - i)c 

_ i(-a+ib + (l-i)c) 

(-a+ib + (l-i)c) 

i. Il en découle que : 

TZ 

d'où 
c-b' 

c-a 

c-b' 
arg-—-^ = argi = — [271:] et |c-b'| = |c-a'|<=> 

c — a 2 

(CA' ; CB') = ^[2n] et CA' = CB' 

Donc le triangle A'B'C est rectagle isocèle en C. 

a-c' . b-a' 
b) Comme :  = i = ; 

a-b' b-c' 

On en déduit que les triangles AB'C et ABC 

sont respectivement rectangleset isocèles en A et B. 

2. B. Méthode 2 : Utilisation d'une rotation 

vectorielle 

a) On a cp(CB ') = cp(CB + BB ') = cp(CB) + cp(BB ') 

= AA' + C^ 

d'où cp(CB') = CA'. 

Il résulte que : 
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(CA';CB') = -(27r) , 
2 7 c est - a dire que 

CA ' = CB ' 

A 'CB 'est un triangle direct rectangle et 

isocèle en C. 

b) par analogie avec le résultat précédent on 

trouve que: cp(BA ') = BC ' et cp(AC ') = AB ' 

et par conséquent les triangles 
BC'A' et AB'C sont directs rectangles et isocèles 
respectivement en B et A. 

3) Il suffit de procéder comme suit : 

A partir d'un triangle A'B'C construire le point 

A tel que B'C A est direct, rectangle et isocèle en A. 

Cette construction est valable aussi pour B et C. 
C" 

Exercice 2 

La) Figure illustrant les données et répondant à certaines questions : 

Q 

D 
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b) E = bar {(B ; 1) ; (C ; 2)}^> BE = -BC 

F= bar {(B ; 1) ; (C ; -2)}^> BF = 2BC 
d'où la construction de E et F ( Voir figure 
précédente) 

2. a) On a 
CI = a 

21=2: 
IC [BI = 2a 

D'autre part, 

• ÈB + 2ËC = Ô^>EB = 2EC 

I e F 3' 

EB 

ËC 

EB 

= 2^>EeF 3' 

• FB-2FC = 0^>FB = 2FC^> — = 2^>FeF,; 
FC 3 

Donc les points I ; E et F appartiennent à F3. 

MB 9 9 
b)MEr, <» = 2 <3- MB -4MC = 0;d'où 

3 MC 

(MB - 2MC)(MB + 2MC)= 0 <» -MF.3ME = 0. 

Donc F3 est le cercle de diamètre [FF]. 
3) On a CA = BI ^ 0 et 

CB ^ AI d'où l'existance d'une unique rotation 

r transformant C en B et A en 1. 
F'angle de r est déterminé par : 

(CA ; m) =(IA ;lD)= -1 (271). 

Fe centre Q est le point de concours des 
médiatrices des segments [ BC] et [AI]. 
4.a) On a CA ^ 0 et BD ^ 0 d'où l'existence d'une 
unique similitude S qui transforme C en B et A en D. 
b) Etant donné la conservation du milieu d'un 
segment par une similitude on constate que : 
S(I) = 1(1 milieu de [CA] et [BD]). 
c) Eléments caractéristique de S : 

• F'angle : (CA ;lBD) = (IA ;lD)= (27i); 

BD BI „ 
• Fe rapport = — = 2 • 

CA CI 

d ) D'après les propriétés des similitudes on a : 

S(ri) = 1[S(C) =11 : r =2a| = f l. 

5) f = h or est une similitude directe car c'est la 
composée d'une homothétie et d'une rotation. 
En plus, nous avons 

[f (C) = h(r(C)) = h(B) = B = S(C) 

[f (A) = h(r(A)) = h(I) = D = S(A) 

Or, une similitude est déterminée par l'image 

de deux points d'où f est identique à S. 

b) Il s'agit de déterminer h' et r' de même centre 
telle que :S = h'o r' = r'o h'. 
Cette écriture est vérifiée pour h'I'homothétie de 
centre I et de rapport 2 tandis que r' est la rotation 

de même centre et d'angle -1 • 

6) Comme le rayon de Fi est a celui de r2 est 2a, 
donc le rapport k' de S' est égale à 2. 

D'où toute les similitudes transformant Fi en r2 
Ont même rapport k' = 2. 
b) Soit S'une similitude de centre M vérifiant 

S'(r1) = r2 o 

fC —> B MB 
S'^ o = 2<^MgY,. 

[M —>M MC 

D'où le lieu géométrique des centres des 

similitudes S' est T3. 
c) S' est une homothétie <=> 

(MC ; MB) = K{2K) ou (MC ; MB) = 0 (2tz) <» 

M = E ou M = F 
et par conséquent si 

• M = E ; h(C) = B <=> ËB=-2ËCd'ou 

le rapport de S'est -2; 

• M = F; h(C) =B <=> FB= 2Krd'ou 

le rapport de S'est 2. 

Problème 
Partie A 
La) Calcul des limites 

x 
lim 
x->0 x — 1 

lim f(x)=0; 

= 0+ limf(x) =-00 ; lim 
x->0 x->+oo x — 1 

= 1 

lim 
X->1 

X—>+00 

X 
= +00 lim f(x)= + 00 ; lim 

x — 1 
= 1 

x — 1 

lim f(x)=0. 
X—>+00 

Fa courbe (C) admet trois asymptotes d'équations 
respectives x = 0 ; x= 1 et y = 0. 

-1 

(x-D2 -1 
b) f(x) = 

x(x-l) 

x — 1 
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c) Tableau de variations 

X -00 0 ] +oo 

f'(x) - + - 

+oo +oo +oo 

f(x) 
\ 

-oo -oo 0 

2.a) On a : f(x) + f(l -x) = 

In 
x 

+ ln 
1 — x 

x-1 -x 
= In 

x 1 - x 
 x  
x -1 -x 

= In 1 = 0 

Ce résultat veut dire que le point de coordonnées 

( — ; 0) est un centre de symétrie de la courbe (C ). 

b) Graphique de f 

y 

S CLi 
\ S 

v 
\ m. 

r x x 
N. 

k 

i \ n ■■ j: 

\ 
vl 

\ 
X = j 

- 2 

-4 
lx^0=>l-x^l 

3.a) On a < ; d'où 
[x ?il=>l-X 

V xeM\{0 ; l};(2 x | - x) e M \ {0 ; 1} 

et par conséquent on peut écrire 

fk(2xl-x)= fk(l-x)=ln k(1"x) 

—x 

d'où fk (2 x i - x) = fk(l-x). 

D ' autre part : 

kx 
21n k -In 

x-1 
=21n |k| - In |k| - In 

= ln|k| + In 

x-1 

x-1 
=ln 

k(x-l) 

X x 

d'où fk(2x —-x)= 21n|k |- fk(x). 

Donc le point Q(^ ; ln|k|) est un centre 

de symétrie de Ck. 

b) Soient M(x; y) e C et Mk (x; y) e Ck o 

fy = f(x) 
' , «Ck=t.0 -, (C) d'où Ck 

[yk 
= ink +f (x) u^ln|k|J 

est l'image de C par la translation de vecteur 

-f0 1 
Uk 1 lui • 

v nl l 
c) Comme fk(x) = f-k(x) on en déduit que Ck et C.k 
sont confondues. 
d) On pose : fk(x) = fk (x) ce qui veut dire que : 

ln|k| + f (x) = ln|k'| + f (x) o ln|k| =ln|k'|. 

Alors, si ln|k| ^ ln|k'| Ck et Cu n'ont pas de 
points communs. 
e) Tableau de variations de fe(x) 

X -00 o 1 +0C 

f'(x) - + - 

f(x) 

+oo 

\ 
-oo 

+oo 

/ 

-oo 

+oo 

^ 1 

Voir la représentation précédente pour observer la 
courbe de Ce. 
4) D'après le tableau de variations de f on constate 
que h est continue et strictement croissante sur ]0 ; 1[ 

vers ]-oo ; +oo[ d'où h réalise une bijection : 

h : ]0 ; 1[—>]-oo ; +oo[. 
b) On en déduit le tableau de variations de h à 
partir de celui de f : 

X -oo +oc 

+ 

(h-^x) 
0  

  >1 

Soit y = (h)(x) <=> 

y = In 
1 — x 

ey = (1 - x)ey = x 
1 — x 

(ey +l)x = e x = 
ey +1 

Vx e R ; h 1 (x) = - 
ex +1 
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c) h(x) = x <=> h(x) - x = 0 ; 
Soit v(x) = h(x) - x ; cette fonction est dérivable 
sur ]0 ; 1[ sa dérivée 

x /i . _x \ 2x 
»/ \ i ?/ \ i e (1 + e )-e 

v (x) = h (x) — 1 =   — 1 
(1 + e )" 

-1 
(l + ex)2 

(-e2x +ex +1) 

(l + ex)2 
<0- 

riimv(x) = -oo 
En plus< w0 donc v est continue et 

lim v(x) = +oo 
U->r 

strictement décroissante et elle change de signe 
sur ]0;1[ donc l'équation v(x) = 0 admet une 

unique solution oc de cet intervalle. 

fv(0,5) = -0,5 
En plus on a : i, d'où 0,5 < a <1. r lim v(x) = +oo 

Lx->r 

Partie B 
La) On remarque que : 

Vx e E ; g(x) = h '(x) = 
ex +1 

d'où 

hog(x) = h(h"1(x)) = x. 

Ce résultat veut dire simplement que g est la 
fonction réciproque de h. 

b) Calcul de la dérivée de g : 
x / x . I \ _x_x _x e (e +1) - e e e 

Vx e E ; g'(x) = 

g'00 = 

^ x 2x ^2x 
e + e - e 

(ex +1)2 

ex (1 + ex ) e 

(ex +1) 
2x 

2 ' 

(ex +1) 
/ 

(ex +1)2 (ex +1) 

(ex +1) (ex +1) 

x2 

Donc g '(x) =   
(e +1) U^+D, 

avec a = 1 et b = -1. 
c) de la question b) on a : 
g'(x) = g(x) - g"(x) en dérivant membre à 
membre : g"(x) = g'(x) - 2 g(x) g'(x). 

<• a 
2.) Calcul de L où L = [ gn (t)dt ; 

Jo 

ra rot e1 r \ 4. r 
[ gn(t)dt= — dt = In e +1 
Jo Jo (e +1) L 1 '■ 

fg+XJt 

D'où Ii = In 

In je' +l| 

ea +1 

= In ea +1 -ln2 

b) En utilisant 1. c) on a : 

g' (x) = g (x) - g"(x) pour tout n ^ 0 
g' (x)gn"1(x) = g" (x) - gn+1 (x) en intégrant 
membre à membre on trouve: 

£ g 'Wg"-1 (x)dx = £ g(x)n dx - £ gn+1 (x)dx 

^[g(xr]>in-in+1 - 

- rg(a)n - g(0)n ] = In - In+1 ; Or g(a) = a 
nL J 

et g(0) = ^; 

2n 
-a Finalement Vn e N^1; In+1 -In = — 

n 

Remarque : On pourra utiliser une intégration 
ra . 

par parties sur In+1 = gn (t)dt en posant 
•'0 

u(t) = 
(1 + e' ) 

v'(t) = e"' 

c) On a — <a^> —<an 

2 2n ^i„+, _ L - 0 ; 

d'où (In ) est décroisante. 

Comme g est positive sur[0 ; a], 

il en découle que gn(x) là aussi; ce qui justifie que: 

f gn (x)dx > 0 d'où In > 0. 
•'0 

Donc L est strictement décroissante et minorée 
d'où sa convergence. 

3.a) Comme g est croissante sur [0 ; a] on a : 

Vn e N* ; 0 < t < a g(0) < g(t) < g(a) 

^ < g(t) < a ^ < g(t)n < an; 

En int égrant on trouve : 

^['lô ^ =>+-<I
n <a"'. 

b) Il en résulte que : lim In = 0 • 
n^+oo 

4.a) En utilisant la formule récurrente trouvée en 
2.b) et en additionnant membre à membre on a : 
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I„ "In-! = 
1 

^n-l ^n-21 

n -1 

1 

\n-l CL 
n-I 

n - 2 >n-2 -a , n-2 

I2-I1 = -a 

Vn>l;I.= I,+2j(^-a') 

ea +1^11 . 
= l„(_) + Ç-(--„ ); 

Or h(a) = a d'où a = ln( a ) <» ea = a 

1-a 1-a 

a 
ai ■ + 1 

Donc I, = = ln(^^ ) 
1 2 2 

1 

= = In —= - ln(2(l - a)) • 
2 2(1-a) 

Ce qui rend In = -ln(2(l - a)) + ^- ak ) • 
2 

b) On en déduit clairement que : 

lim ^ ~ (~j~ - a' ) = ln(2(1 - et)) ■ 
1 k 2 
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Sujet 2007 /Séries : C & TMGM / Session complémentaire 

Exercice 1 

La) Détermination des points cherchés : a) fk est une translation <=> le vecteur 

MA - MB + (1 - k)MC est constant c'est-à-dire la 

somme des coefficients associés à A ; B et C est 

nulle : l-l-i-l-k = 0<=>k=l; Donc si k = 1 ; 

fk est la translation de vecteurs B A • 

b) ke E* \|l} ; M est invariant par fk <=> M' = M 

<=>MM' = Ô <=> MA - MB + (1 -k)MC = 6. 

Or il existe un unique point Qk tel que : 

+ (1 - k)^ = 0 où 

Qk = bar {(A; 1); (B; -1); (C; 1 - k)} => 

M = Qk = bar {(A; 1); (B; -1); (C; 1 - k)} 

Donc fk admet un unique point invariant Qk / 

Qk = bar {(A; 1); (B; -1); (C; 1 - k)}. 

MM ' = MA - MB + (1 - k)MC <=> 

/ /—' \ 

/ D \ 

/* X J /"y 

\ s \ M "• 
\ e 

\ /G y "à--/ J 

l )<   

Â 

   / 
B 

• M eFi O 

MD + DA - DB + DC v v J 
Ô 

Mer 

= a <=> MA-MB + MC 

= a MD = a MD = a 

LjCst le cercle de centre D passant par A. 

• M eTt <=> MA" - MB" + MO" = a'O 

MD2 -i-DA2 -DB2 -i-DC2 a2 <r MD2 a2<r 

MD= aoMer <» fo = Fi . (D ; a) 

• Me(MA - MB - MD)(2MA - 2MB H- MC) = 0 

On a : C = bar {(A ; 1) ; (B ; 1) ; (D ;-!)}; 

E = bar {(D ; 2) ; (C ; -1) ; } ; 

D = bar{(A ; 2) ; (B ; -2) ; (C ;2)} r> 

E = bar {(A ; 2) ; (B ; -2) ; (C ; 1)} r> 

MA - MB - MD = -MC 

<=> 2MA - 2MB + MC = ME r> Me F, 

MC • ME = 0 <=> M appartient au cercle de 

diamètre [CE] <=> Me rjD ; a] ffF^ =ri . 

• MEr4 <r MA-MB-ME MD-MC Or 

(AEBD) est un parallélogramme =E> 

D = bar {(A ; 1) ; (B ; -1) ; (E ;-!)}<» 

^=-MDoMD - MC = Où. 

MeF^ MD CD <rMD = CD = a<r 

M e F j D. A] oFà — F i . 

blOnaiFi = r2 = F^ = F 4. 

2) fk : M —>M' / MM ' = MA - MB + (1 - k)MC 

MQ + QM ' = (1 -1 +1 - k)MQ <r> 

QM ' = (1 - k)MQ - MQ <r> QM ' = kMQ <r> 

M ' = h(a, k) (M) =E> fk est l'homothétie de centre 

Qk et de rapport k. 

c) Qk = bar {(A; 1); (B; -1); (C; 1 - k)} => 

CQk = —(CA-CB)<r>œk = —BA<r> 
1-k 1-k 

Qk apprtient à la droite passant par C et parallèle à 

(AB) <=> Qk e(CD). 

Donc le lieu géométrique des points Qk est la 

droite ( CD) privée de C et D lorsque k décrit 

E* \{l}. 

d)k= ir>Q1 =bar|(A;l);(B;-l);(C;^)j 

M' = h 1 (M). 
(n : 2' 

CQk = 
1 

-BA = 2BA Qk=E. 

1- 

Soit I = [M*M'] ; ÈM' = -ÈM <r>Èf=-ÈM^> 
2 4 

I = h, s (M); Or DG = — DÏ <» G = h 9 d) ^ 
(E ; -) 3 -(D : ^ 
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G = h2 o hj (M) • Le lieu géométrique des points G 

est donc un cercle de rayon image de F par 

loo hi (Voir figure). 

Exercice 2 
La) Figure illustrant les données et répondant à 
certaines questions : 

/ 

b) AI =-; OK=-^>AI= OKetÀI ÔK 
2 2 

Il existe une unique rotation r telle que : r(A) = O 
et r(I) = K. 

c) (AI ;ÔK) = (—ÂB ;-ÂD) = (ÂB;ÂD) = -(27t) 
2 2 2 

d'où — est un angle de r • Le 

centre de r est le point d'intersection des médiatrices 

des segments [AO] et [IK] c'est-à-dire 

le point L r . 

2-a) S,OJ, °S(LI =rT =r (OJ) (LI) (L ; 2(LI ; OJ ) 

(DA) 0^(LK) = r
(L;2(LK;DA ) 

<L;2 ) 

= r 
(L;-) 

^(oj) 0S(Li) — S(DA) 
0S(LK). 

b) g — S(oj) o S(LI) o S(lk) — r o S(I K) 
= S(da) O S(LK) O S(LK) 

— S(da)^> 

g est la réflexion d'axe (DA). 
3.a) O y C ci l y B donc il existe une unique similitude 
directe Si telle que ; Si(O) = I et Si(C) = B. 

Iab IB ^ AB 1 
b) Le rapport de S| est :  = -j = = —1= • 

OC ■ AC *\J 2 
2 

K 
L'angle de Si : (OC ; IB) = (AO ; AI) = 

c) On a : 

AI 1 

AO V2 

TZ 
(AO; AI) = --(27r) 

4 

A est le centre d'une similitude directe d'angle 

71 1 
— et de rapport —= qui transforme O en I ; 

4 v2 

cette similitude directe est Si donc A est le centre 
de Si c'est-à-dire Si(A) = A. 

4.a) Le rapport de S2 : ; l'angle de S2 : 

—• —• —• —■ 3ti 
(AB ; OD) = (OJ ; OD) = —(271). 

b) 2(TB ; TD) = ^ = -|(27r)^> 

(Œ5 ; CD) = 2(TB ; TD)(27r) 

T appartient au cercle de centre C passant par B et D. 

• 2(TA ;TO) = -^(271) =^> (TA ; IO) = 2(TA ; TO) =^> 

T appartient au cercle de centre I passant par A 

et O c'est-à-dire le cercle de diamètre [AB]. 

5) h = S2 oS^1 ; Si (M) = M' et S2(M) = M". 

a) h est la composée de deux similitudes directes 
dont le produit des deux rapports est 1 et la 

somme des deux angles est tz d'où h est une 
symétrie centrale. 
=> Le centre de h est le milieu du segment [AO] ; donc 
F est le milieu du segment [AO]. 

h(M')= S2oS(1(M')= S2(M)=M"^> 

F = [M'*M"] et encore F = [A*0] 
Les diagonale [M'M"] et [AO] du quadrilatère 
AM'OM" ont même milieu F, donc AM'OM" est un 
parallélogramme. 

b) On a : h(I) = L <=> S2 o Sj"1 (I) = L <=> 82(0) = L. 

c) 2(TÂ ; TL) = 2(TÂ ; TO) +2(TO ; TL)(27i) 

—* —* 3 71 
= 2(BA ; BO)+2x—(271) 

4 

77 3 7ï = 1 (27l) 
2 2 

• 2(FÂ ; FL) = 7i(27i) 2(TÂ ; TL) = 2(FÂ ; FL)(27i) 

Les points A ; F ; T et L sont cocycliques. 

fM' = A 
6.a) Si M = A ^ 

M " = O 
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• Si M = F 

• Si M = T 

• Si M = L 

M' = B'= A*I 

M"= 0*L 

M' = Sf(T) 

M = T 

M = F 

M = F 

b) On a: ^ (M) =M, 

AM' = —|=AM 
V2 

et 

K 
(AM ; AM') = —{2k) 

4 

Le triangle AMM' est rectangle isocèle en M' : 

Car:MM'2 = AM2+AM,2-2AM.AM'cos(ÂM ; ÂM') 

= AM2+-AM2-2 AM 1 

= — AM2 

2 

%/2 *J2 

MM ' = —AM => 
72 

MM ' = AM '• 

AM'2 + MM'2 =-AM2 +-AM2 = AM2^> 
2 2 

Le triangle AMM' est isocèle en M' et rectangle. 

K 
Donc (MM' ; MA) = - — {2k) ; D'autre part : 

(MM' ; MF) = (MM' ; MA) + (MA ; MF)(7i) 

(MM' ; MF) = -— + (MA ; MF)(7r). 
4 

c) M'; M"et F sont alignés car F = [M'*M"]; 

Donc M ; M' et M" sont alignés <=> 

K 
(MM' ; MF) = 0(7r) O (MA ; MF) = -(71)0 

4 
M appartient au cercle circonscrit au triangle 

(AFL)(Car(LA;LF) = |W); c'est-à-dire le 

cercle de diamètre [ AL]. 

Problème 
Partie A 
La) fi(x) = x - Inx 

• Dfi = ]0 ; +oo[ 

• Limite à droite de 0 
lim f(x) = + 00 => x = 0 est une ( A.V) 

x—>0+ 

f 
b) lim f1(x)= + oo; lim ——— = 1 

X—>-|-GO X—^"HX> x 

• lim (f, (x) -x ) = lim (-In x) = -00 : 
X—>+00 X—>+00 

La courbe Ci admet une branche parabolique de 

direction y = x au voisinage de +00. 

c)f1'(x)=l-i = — 
X X 

• Tableau c e variations 

x 0 1 +00 

fi '(x) - 0 + 

fi '(x) 

+00 

1 

+00 

d) Représentation graphique de Ci 

/ J1 

i / 
■ \ r = / 
\ V / 
\ \ 

* 
/ i 

LÎ.' 
\ / 

t / 
N 

s. 
l" 

? 

/ 

A i : 1 Ï. 

. , f . 1 n x-n 
2.a) fn (x) = 1 - - =  

x x 
Tableau de variations 

X 0 n +00 

fn'(x) 0 + 

fn'(x) 

+00 — _ +00 

^ n(l-lnn)^ 

b) M(x ; y) appartient à Cn et à Cn+i <=> 

fn+i(x) = fn(x) o x - (n+l)lnx = x - nlnx o 

(n +1- n)lnx = 00 Inx = 0 o x = 1 d'où 

fn(l) = 1 donc le point (1 ; 1) est le seul point 
commun à toutes les courbes (Cn). 
r„+i(x) - r„(x) = -inx 
x 0 1 +00 

fn+l(x) -fn(x) + 0| - 

P. relatibve 
Cn+l / Cn Cn/ Cn+l • 

c) Soit Tn la tangente à ( Cn) en xq = e. 

e-n 
Tn : y = fn'(e)(x-e) +fn(e) (x - e) + e - n <0 

e-n e-n, 
y =  x-e + n+e-n<=>y = ( )x 
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Tn passe par l'origine O du repère (O ; i ; j). 

3.a) fn(x) - fo(x) = x -nlnx -x = -nlnx 
= n(x- Inx -x) 

fn(x) - fo(x) = n(fi(x) - fo(x)). 

b) M0Mn = (x - x)i + (fn(x) -f0(x))j 

= (x-x)i + n(f1(x)-f0(x))j 

= n((x - x)i + (f, (x) - f0 (x))j) = nMQMl 

Mn = hn(M0: n)(Mi) Donc à partir d'un point Mo de 

Cq et un point Mi de Ci on peut construire le point 
Mn de Cn comme étant l'image de Mi par une 
homothétie de centre Mq et de rapport n (Voir 
figure). 

Partie B 

La) Vxe]0 ; +oo[ ; f^x) > 1^ 0 et g(0) = 0 

Dg = [0 ; +oo[. 

b) Pour xe]0 ; +oo[ ; g représente le rapport de 

deux fonctions : x—>x et x—>fi(x) qui sont 

continues sur ]0 ; +oo[ donc g est continue sur cet 
intervalle. En plus on a : 

lim g(x) = lim ——— = 0 = g(0) 
x^o+ x^o+ x - In x 

g est continue en x0 = 0. 

Conclusion : g est continue sur ]0 ; +oo[. 

X 1 
2.a) lim g(x) = lim   = lim   = 1 

x—»+oo x^+oo _ In x x—»+oo in x 
x(l ) 

X 
(1—) 

X 
D'où y = 1 est une (A.H) de Cg. 

b) lim = lim ^ = 0 g est dérivable 
x-*o+ x x->.o+ x - In x 

à droite de xq = 0 et la courbe ( Cg ) admet une 
demi-tangente horizontale en xq = 0. 

x - In x - x(l - —) l-lnx 
3 a) g'(x) = . x ^g'(x) = 

(x - In x) (x-lnx) 

b) Tabl eau de variations 

x 0 e +00 

g'(x) + 0 

g (x) 

0 

e 

r e-1 
1 

c) Représentation graphique de s 

Voir représentation ci-contre 

4)l<x<e 1< g(x) < —<^> -—î- < < 1 
e -1 e g(x) 

1 x -Inx , 1 Inx 
 <10 

e x e X 

1 
— < - 

e 

Inx ^ ^ Inx 
 < 0 <=> 0 < < 
x x 

1 

e 

5.a) U0 = | 
•e r n" 
,^=[4, = e-l 

U'=. 
(•e In x , 
 dx = 

1 x i(lnx)2. 

e 1 

i "2 

b) Vx£[l;e];(—)n 

x 
>o^un >0 

U„+i-U„ = r<lnxr( JI x 

lnX-l)dx 
X 

/ 

— 1 < 0 O Un+l - Un < 0 
Inx 1 , Inx 
 < — <!=>  

x e x 

• (Un) est décroissante est décroissante et 
minorée par 0 ; alors (Un) est convergente : 
^ „ Inx 1 „ fe Inx „ , 1 fe , 

c)Ona:0< — <-=>0< (—) dx<— dxo 
x e x e11 -a 

0 < Un < —;Or lim — = 0 o lim U = 0 n n n n 0 n—H-co 0 n^+co 

, . „ fe .Inx^ .Inx., dnx.n. 
6.a) Sn = (1 + ( ) + ( )" + • • • + ( )n dx 

•'1 X X X 

«sn=j;<- 

1- 
Inx 

-dx (car c'est la S d'1 S.G) 

b) I - Sn =['(— 
Ji x - 

x-x^r1 
x x 

x - In x x - In x 

Inx 

m: 
X  

x - In x 
dx- 

e _ . ùnxxn+1 1 
c) 1 <g(x)<   et 0 < ( r1 < 

e-1 x 

o<g(x)(—r1^ 1 

^n+l 

(e - l)en 
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0< fgUX—)n+1dx<   fdx « 
Jl x (e-l)enJl 

0<I-Sn< — lim^T = 0^> limSn =1 n n—I n—I n 0 g" n^-Ko 0U n-^+oo 

d) I - Sn > 0 O I > Sn <=> Sn<I (1) 

Or I-Sn< Sn+4T (2) n ^n-l _ n—1 

De (1) et (2) on a : Sn < I < Sn + 

e) Sn est une valeur approchée de I à 10 

1 < lO^oe""1 > lOOon-1 >lnl02 o ^n-1 

n > 1 + 21nl0. Donc à partir de 
n = E(1 + 21nl0) +1. 
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Sujet 2006 /Séries : C & TMGM / Session normale 

Exercice 1 

Illustration des données et réponses à certaines 

questions : 

D : y = 4 H' , 
N s 

B, 
A:y = 2 

b. / 
' s 

\ 
/C 

F 
/ 

A 
a7 

■O" /A B 

/ y \ o ■ F . 
V 

/ 

7/ \ 
/ J S 

s. 
/ 0 \ 

D' : y = 0,5 1 

La) Soit H le projeté orthogonal de M sur D ; 

• Me(P) MF = MH' 

• MH'= MH + HH' = MH + 2 

( les points M ; H et H sont alignés) <=> 
MF = MH + 2 

b) Le cercle de diamètre [AB] a pour rayon r = 2. 
Le cercle de centre M passant par H a pour rayon 
r'= MH. 

M est le centre du cercle ré\ys. ; r ) et F est le centre 

du cercle de diamètre [AB]. 

On a : MF = MH + 2 <=> MF = r' + r ; r ) et 

A|abi sont tangents. 
2.a) L'équation de (P) : 

MF = MH' o MF2 = MH'2 o 

( 0 - x)2 + ( 2 - y)2 = (x - x)2 +( 4 - y)2 o 

x2 + 4 -4y + y2 = 16 -8y + y2 <=> x2 = 12 - 4y o 

x2 = 4(3 - y) = -4(y - 3). 
b) Dm : y = mx + 2 ; Dm n (P) = {S ; T} où 

P:y: 
12 - x2 12 - x2 

: mx + 2 

<=> x" + 4mx -4 = 0. 

A = 16m2 + 16 > 0. 

-4m + Vm2 +1 
xi = i  -2m + 2y[] m" +1 

-4m-\lïn +1 
= -2m - 2\lm2 +1 

^ yi =-2m2 + 2m Vrn^+T +2; 

y2 = -2m2 - 2m >/m2 +1 + 2 ; 
I = [S*T] I(-2m ; -2m2 + 2); 

1 2 0 y=- —x +2. 
2 

Donc I appartient à une parabole (P') d'équation : 

1 o - - 
y =- — x" + 2 ; dans le repère (O ; i ; j ). 

3) E(F ; e ; D) ; F(0 ; 2) ; e = ^ ; D : y = 4 

MF = MH' 

a) M e ( P) <=> i 
MF = -MH' 

3 

MH' = - MH' 
3 

<^> — MH' = 0 <=> MH' = 0 ( impossible; car M ^ D). 

Donc (P) et ( E) n'ont pas de points communs, 

b) Equation de ( E) ; dans le repère (O ; i ; j ) ; 

ME( E) <=> MF = - MH' <=>MF2 = -MH'2<» 
3 9 

x2 +(2 -y)2 =^(y-4)2 =i(y2-8y + 16) o 

x2 + 4 -4y + y2 = ^ (y2 -8y + 16) <^> 

9x2 + 36 -36y + 9y2 = y2 -8y + 16 <^> 

9x2 + 8(y2 - |y) + 20 = 0<» 

0 7 0 9 
9x + 8(y- -y)2--=0 0 

4 2 

o 2 , 16 , 7 2 , ^ X 
2x + — (y— = 1 o —- 

9 4 , I 

r 7F (y--) 
+ ^^ = 1. 

(Ar)2 (7)2 

V2 4 

c) Détermination des éléments de (E). 

„ . 1 9 5 . 
• x = 0 => (y Y =— o y = — ou y = lo les 

4 16 2 
5 

sommets de l'axe focal sont Bi(0 ; — ) et Bi ( 0 ; 1) 
2 

7 2 1 1 1 , • y = — o x = — <»x = —== ou x= —= o les 
4 2 42 42 

17 17 
Sommet du petit axe ; Ad —= ; — ) et Ai (- —= ; — ) 

72 4 72 "I 
7 

Le centre de ( E) est le point O'PV'Bi] => 0'(0 ; — ) ; 

• Le 2eme foyer F' : —^^ = 0 o xp- = 0 
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f x = -2m x 0 

0,,pOSe: 

yp.+2 7 3 
— = - ^ Yp' = " 

2 4 F 2 
FXO;-); 

• La 2eme directrice D' = So (D) = D'=> D' ; y = - - ■ 

Exercice 2 
D —> 

1)f: T J  ^ 

A 1 
; AI = DJ = -AB. 

I 2 

Il existe un antidéplacement unique f qui 
transforme Den A et J en 1. 

SiDiin ' t]K est un antidéplacement qui vérifie : 

S(DB)Otjg(D) = S(db)( C) = A ; 

S(DB) o tJK (J) = S(db)( K) = I f = S(db)0 tJK . 

2.a) tlk,- = trT+îi? , tjj o tjg - t— - t— o t- 

j! : S(DB)0 (S(DB) O SfJl, ) o t^ <^> 

■"JK JI+IK 

f = SfDBtOtjg o t 

f = S(ji,otri. 

Donc f est une symétrie glissante de vecteur JI et 
d'axe (JI). 
b) L'écriture complexe de f est de la forme : 

Z' = a Z + b ; a ; b e C et |a| = 1 ; 

Za = 0 ; Zq = 2i ; Zi = I ; Zj = i 

JO = -2ia + b Ja = -i 

|l = -ai + b ^ [b = 2 

fof(M) = M" ; f (M) =M'; 

fof: Z" =-iZ' + 2 =-i(-iZ + 2) + 2 

Z" = -i(iZ + 2) +2 = Z-2i +2 

fo f est une translation de vecteur d'affixe 2-2i 

fo f = t ; avec u d'affixe 1- i. 

=> Z' = —iZ + 2 

NeA Zn = 

N(1 ; 0)£A . u 

Z'+Z 

2 
_ fl 3 
u 

v-l. 

; Z = 0 => Zn=1'0 

un vecteur directeur de A ; 

donc A a pour équation : y = -x + b ; N(1 ; 0) eA 

^>0 = -l+b<=>b = l<=>A:y = -x+l. 

3) f(A) = S(DB) o t- (A) = S(DB) (B) = B 

4) g = S (ai) o f ; g est la composée de deux 

antidéplacements, donc g est un déplacement. 

g = S (AI) 0 ^(DB) O t7 O tT 

(B ' 2' 
g est une 

rotation d'angle —. Or g(O) = O g=r 
(O;-, 

c _ D^O , OI 1 
5.a) S ; k = = — et 

C ^ I DC 2 

0 = (DC; OI) = (DC; DJ)=-^[27t] 

b) S(BC) est la droite perpendiculaire à (BC) 
passant par I. 

Donc; S(BC) = (AB) ; puis S(DB) = (AC) ; 

B = (DB) n (BC) S(B) = (AB) n (AC) o 
S(B) = A. 

c) A = (AC) n ((DA) S(A) = J. 

D —> O 

d) S: C^-I ;(QC; QI) = -- = (BC; BI)[7r]: 

A ^ J 

B —> A 

Q ; I. C et B sont cocycliques. 

6.a) S o S = S"(Q ; 7t ;- ) o S o S = h(a: ,,. 
^ 4 

b) S o S (B) = S[S(B)] = S (A) = J o h(B) = J : 

QI = --QI <» 4QI+QB = Ô<» 
4 

Q = bar {(B ;!);(!; 4)}. 
B 

7)S' : 
C 

B 

E 

, , BE 0 
k = = 2 et 

BC 

0' = (BC ; BE) = ^[27i] ; 

S o S' = S( ?; 0 ; 1) S o S' est une translation; 

S o S'(B) =S(B) = A^>S o S' =tnA. 

S o S'(C) = S(S'(C)) = S( E) 

S oS'(C) = 1^(0 = 0 

(QE ; QD) = ^[271] et QD = 2QE. 

S( E) = D 

Annales du Baccalauréat National Mathématiques / Séries ; C & TMGM IPN/Mr/2012-2013 130 



Problème 
Partie A 

f(x) 
e2x +1 

-ln(l-x) 

2x 

; x >0 

x < 0 

1) Continuité de f en 0. 

lim f (x) = ^ = f (0) ; 
x->o+ 2 

lim f (x) = lim = 1 = f (Q) 
x^o- x^o-2 -x 2 

f est continue en 0. 
2) f est le rapport de fonctions dérivables sur 

]-oo ; 0[ et ]0 ; +oo[ alors f est dérivable sur 

]-oo ; 0[ et ]0 ; +oo[. 

ex 1 

lim 
x->0+ 

f(x) -f(0) l:.__ e2x +1 2 
■ = lim 

x->0+ = lim 
2ex -e2x -1 

x^o+ 2x(e2x +1) 

f(x) -f(0) 
lim  = lim 

x->0 x->0 

ex -1 1 l-ex 

x ' 2(e2x +1) 2(e2x +1) x 

= i-i = 0 = fd(0) 

3)h<0;u(x)= ( 
ln(l-h) + h 2 i /, i m 
   )x - ln(l - x) - x ; x e J-ao; 0J 

a) u(h) = 0 ; u(0) = 0 ; u est continue sur [h ; 0] et 
non constante, alors il existe ce ]h ; 0[ tel que : 

u'(c) = 0. 

x -/l
n(l~h) + hx 1 u'(x)= 2(  )x + - 1; 

h" 1 — x 

-/ x rx -/l
n(l~h)+llN . 1 u(c) = 0 =^> 2(—  72 )c = l- 

h2 

ln(l - h) + h 

1 — c 

) = 
1 

2(c -1) 

U\u A- A- <• /ln(l - h) + h 1 b) h^0 c^0 ; lim (   ) = lim   
h^o- h2 h^o- 2(c -1) 

_ _J_ 

c) limf(x)-f(0)=lim-l„(l-x) 1 

x->0 2x" 2x 

-ln(l-x)-x 1 ln(l-x) + xx 1 
lim   = lim — (   ) = 
x—2x" x—xtr 2 2x" 4 

f est dérivable à gauche en 0 et f g(0) = 

d) f d(0) = 0 et f g(0) = ^ f d(0) = 0ï f g(0) = 

f n'est dérivable en 0. 
_p3x _1_PX px^-e2x,) 

4.a) x > 0 ; f(x) = — — = —  — < 0 ; Vx e ]0 ; +oo[ 
(e-x+l)- (e-x+l)- 

• f est décroissante sur [0 ; +oo[. 

+ 21n(l - x) 

b) x < 0 ; f (x) : 1 — x 

4x 

r(,^ = ' In(l-x) x + (1 - x)ln(l- x) 

2x(l-x) 2x" 2x (1 - x) 

c) x < 0 ; v(x) = x + (l-x)ln(l-x) ; 

v'(x) = 1 - In(l-x) -1 = -ln(l-x) < 0 ; Vx< 0. 
v(0)= 0. 
Tableau c e variations : 

x - oo 0 

v ' (x) - 

v (x) 
+00 

^e signe de f (x) lorsque x < 0 : D'après le T.V 

de v on a ; V x < 0 ; v(x) > 0 et on a ; 

v(x) 
V x < 0 ; f (x) = 

2x (1- x) 

d) Tableau de variations 

>0.. 

x -oo 0 +oo 

f'(x) + - 

f(x) 

0^^ 0 

r fr x r -ln(l - x) 1-x lim f (x) = lim x —— = 0 

lim f (x) = lim 

x->-cx, ^ _ x 

ex 

2x 

= lim — = 0 ; 
X-X-+CO X-X-+CO g-X _)_ ^ X-X-+CO g 

5) Représentation graphique 
Voir représentation ci-dessous. 
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/ 

/ 

/ 

/ 

/ 
1 

/ 

1/2 

/ 

/ 

/ 

-1 

Partie B 

1) f est continu sur [0 ; +oo[, donc f admet des 

primitives sur [0 ; +oo[. 

1/2 1 

2) x 
rlnltan x) 

; G(x) = j f(t)dt 
•'() 

n n 

4 ' 4 

a) G(^) = jo
0f(t)dt = 0 

. ,, , . l + tan"x tanx 
• G (x) = (In(tanx)) f(lntanx) = x — = 1 

tan x 1 + tan" x 

b) G(x) = x + c et G(—) = 0 c = = 
4 4 

G(x) = x - - ; VxgI/ I = [— ; -] ; 
4 4 2 

71 71 
c) On pose w(x) = In(tanx) ; xe[— ; — [; 

4 2 

w'(x.) 
1 + tan" x 

tanx 
> 0 ; VxgI. 

x 
n 

4 

n 

2 Xj 

w' (X) + 

w (X) 
 P- +oo 

Xo 
0 

W réalise une bijection de I sur [0 ; +oo [ , donc 

pour tout (3 g ]R+ , il existe a g I (a unique ) tel que 

P = w(a) <=>P = In(tana). 

d) A(P) = £Pf(x)dx = G(a) = (a -^).4 cm2. 

7T 
lim A(P) = lim(a )4 cm2 = Trcm2. 

4 
2 

0 

Partie C 

g est la restriction de f sur [0 ; +oo[. 
1 .a) g est continue et strictement décroissante sur 

[0 ; +oo[ (voir TV de f) g est une bijection de 

[0 ; +oo[ sur J = ] 0 ; ]. 

b) Cg"1 est l'image de Cg par la symétrie 

orthogonale d'axe la droite A d'équation y = x. 
(Voir figure précédente). 

i eX 

c) Détermination de g (x), g(x) = y <=>—; = y 
e"x +1 

<=> ye2x + y = ex <=> ye2x - ex + y = 0 ; soit X = ex 

<=>yX2-X + y = 0^>A=l - 4y2 

^ l-N/l-4yJ v l + Vl-4y! 

1-Jl-4y2 

On a : 0 < 1 - 4y" < 1 , alors ——  < 1 = 

l-Vl-4y2 

2y 

l + Vl-4y2 

2y 

2y 

)<0; 

-)>0, donc 

g Vx) = In ( 
1 + Vl-4x2 

2x 
■), Vxg]0 ; -]. 

2) hn(x) = j t(ln t) dt ; 

(•f(x) 
a) hi(x) = J t(ln t)dt ; ; on pose ; 

ul(t) = t 
v(t) = In t " 

u(t) = 

v '( t ) - 
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Vx) = — t2 Int 
2 

— t2 In t 
2 

f(x) 

f(x) 

ff(x) 1 
— tdt 

J1 2 

1 2 -t2 

4 

f(x) 

h, (X) = ^(f (X))2 ln(fx)) - 
2 4 4 

lim h^x) = |. 
X—>-oo 4 

b) x > 1; En utilisant une intégration par parties: 

hn+i(x) = | t(lnt)n+1dt ; on pose : 

V(t) = t 
i 

u(t) = T 

, v(t) = (In t)n+1 |v,(t) = (n + 1)<ln.r 

t 

h„+l(X) = — t2(lnt)n+1 

f(x) 

-j 
_2 1 J 

r'ircn + l)^ 
Ji 2 t 

(In t)n 

dt 

f 2 (x)(ln(f (x))n+1 - —T(X) t(ln t)n 

2 2 Ji 
dt <» 

bn+i « = ^ f 2 (x)(ln(f (x))n+1 " ^ hn (x). 

ff(x) „ 
Kn(x) = t In tdt ; on pose : 

u'(t) = tn 

i v(t) = (In t) 

u(t) = 
n + 1 

v'(t) = - 
t 

Kn(x) = 

Kn(x) = 

t" 

n + 1 

1 

-In t 

f(x) 

1 

n+1 

ff(x) t" ,  dt <=> 
Ji n + 1 

1 

n + 1 
[f(x)] InTf(x)) - 

-n+I 

n + 1 

f(x) 

(n + 1) 

Kn (x) = [f(x)]n+1 ln(f(x)) ^[flx)^1 -il 
n + 1 (n + l)-L J 

c) On démontre par récurrence que En converge 
vers une limite non nulle l,,. 

On a : lim h^x) = —. 
X—>—co Zj. 

On suppose que : lim hn (x) ^ ln X—>-oo 

lim hn+1(x) = -^ln ^0 
x->—X. 2 

Conclusion : hn admet une limite finie ln ^ 0. 

alors 

i n ! 
Démontrons que : !„ = (-1)"" . ; on a : 

1 - n + 1l tn+l   :—1„ 
2 n 

'3= -tU 
3 

2 

1 - H"1! 
H"1 " 2 n-2 

1 - - — 1 
n~ 2 

1«=(-1),"l^r ; car(l, =2 ). 

d) lim Kn(x) - 
X—>-00 

Partie D 

1 

(n + 1)2 

C 
-t 

tE]0; ^]; O(t) = ^  ; O(O) =-1. 
2 sint 

1) O' est continue sur l'intervalle fermé alors O' 
est bornée d'où il existe un réel M tel que : 

|0'(x) | < M ; Vxe[0 ; | ]. 

n 

2) E = J"2 <l)(t)sin[(2n + l)t]tdt , 

a) On pose : 

u'(t) = sin((2n + l)t) 

v(t) = O(t) 

u(t) = — —— cos((2n + l)t) 
2n + l 

v '(t) = <D '(t) 

E = 
-1 

I„ = 

2n + l 

-1 

cos((2n + l)t)0(t) 
71 

+ —f 2 O '(t) cos((2n + l)t) 
2n + l Jo 

2n + 

1 — 
- + -   [2(I),ft)cosff2n + l)t) 
1 2n +1 Jo 

71 
pcD'(t)cos((2n + l)t) 
Jo 

b)|in|<_J_+ 
1 

2n +1 2n +1 

|0'(t) | < M et |cos(2n+l)t| < 1 , d'où 

+ 1 2n +1 Jo 
1 

I„|< + ^—j"2Mdft) 
2n +1 2n +1 Jo 

IJ< 
2n +1 

1 ^ A /ï 1 + —M 
2 
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0 < lim |ln 1 < lim —i— 
n—>-co n^-co 2n + 1 

lim |ln 1 = 0 lim In = 0. 
n—>-GO n—^—go 

3) xe]0 ; |j; n >1. 

1 + — M 
2 

= 0- 

a) ïy 
(2kx) _ ei(2x) i(2x) l-(e ) 

(2x) \n i(2x) i(2(n+l)x -e 

k-l 1-e1 (2x) (2x) 

eia - e'15 = 2isin (——e1'"'': 

2>' 
k=l 

(2kx) 2i sin(-nx)e 

2i sin(x)e1> 

i(n+2)x 

1-e1 

sin(nx) i(n+1)x 
 e 

sinx 

b) cos(2kx) = Re 
k=l 

2>' 
k=l 

2kx 

^cos(2kx)= Sin(nx)cos(n + l)x 
k=l 

2]cos(2kx) = 
k-l 2sin x 

4.a) f2(^—t)cos(2kt)dt 
JO n 

sinx 

sin(2n + l)x + sin(-x) 

2sin x 

sin(2n + l)x 1 

2 

On pose : 

u(t) = —-t 
n 

v '(t) = cos(2kt) 

—-1 

v(t) = sin(2kt) 
.Z1C 

2 2 
f2 ( t)cos(2kt)dt = 

JO n 
7^-C—-t)sin('2kt) 
2k 7i 

i 71 n 
— f2 (— -1) sin(2kt)dt 
2k Jo n 

On pose : 
u'(t) = --l 

n 

v(t) = sin(2kt) 

u(t) = - 
n 

yXt) = -±cos(2kt) 
2K 

n o 
f2 ( t)cos(2kt)dt 

JO n 
-t)sin(2kt) 

2k n 2k 
— — 1) cos(2kt) 

2k n 

1 - —1 
 f2—)cos(2kt)dt 

2kJo k7r 

sin(2kt) 

71 2 
f2 (— - t)cos(2kt)dt = — 5— 
Jo n 4k2 2k27rL-v Jo 

r- f2 n 1 r- t2 

b) 2(--t)ycos(2kt)dt = -Sn ; k>0<^> f2!—-t) Jo n ^ 4 Jo tt 

sin(2n + l)t 1 

2 sin t 2 
dt=-S.« 

s \ /1 \ 
r- 1 ^ ^ 1 r- 1 t2 1 1 r- ^ 1 
f 2   sin(2n + l)tdt [2 — ( t)dt = — Sn<» — f2 — sin(2n + l)tdt  
Jo 2 sint 2Jo 2 7t 4 n 2J0 sint 2 

1 3 1 - — t --r 
Stt 2 

2 1 

0 H 

1 X 1 TT2 - Stt 1 0 1 TT2 1 0 0 -T I2 T-v v o v /OT K \ K 

—1„ = —Sn <» —L + — = -Sn <» Sn =21 +— . Donc lim S,, = lim(2L H ) =  
2 n 2 24 4 n 2 n 24 4 n n "6 ^ n n 6 6 
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Sujet 2006 /Séries : C & TMGM / Session complémentaire 

Exercice 1 

La) St : Zt = f(t) e11 Z. 
Donc St est une similitude directe de centre O, de 
rapport f(t) et d'angle t. 
b) St : Zt = f(t) e11 Z; Soit Z = x + iy et Zt = Xt +iyt 

avec x ; y ; Xj ; yt e E => 
xt +iyt = f(t)(cost+ isint) ( x + iy) 

= f(t)[xcost -ysint)+i(ycost + xsint)] => 

f xt = f (t)(x cos t - y sin t) 

[y, = f(t)(ycost + xsint) 

St"1 est une similitude directe de centre O de 

rapport et d'angle (-t). 

Donc St"1 admet une écriture complexe de la 

1 
forme : Z' = Z' = 

f(t) 
Soit Z' = x' + iy 

avec x' ; y' ; x ; y e R 

, • , 1 x + iy = 

■e^'Z- 

f(t) 

St"1 

2) f(t) 

x = 

y = 

et Z = x + iy ; 

(x cos t + y sin t) + i(y cos t - x sin t)) 

(x cos t + y sin t) 

(y cos t - xsint) 

1 

f(t) 

1 

cost 

f(t) 

;t e 
n n 

2 '2 

Z -Z 
a) (OM ; MMt ) = arg 1 — (2n) 

= arg (Z „Zt ) (2n) 

= arg 

= arg- 

Z 

Z - f(t)ei'Z 

Z 

ZCl-fCDe1' 

(271) 

(277) 

= ai-g(l-f(t)eI,(27r) 

= ai"g(l - ■ 
1 

■ (cost +isint)) (2n) 
cost 

= arg(l - 1 - i tan t) (2n) 

= arg(i tan t) (27t) 

= ± — 
2 

Donc le triangle OMMt est rectangle en M. 

b) Si M est fixe ; alors Mt décrit la droite 
perpendiculaire en M à (OM). 

c) M eD M(a ; y) ^>Mt = St(M) a pour 

1 . (acost - ysint) 

coordonnées : 

x. = 
cost 

1 
y, = 

cost 
(ycost + asint) 

xt + yt tant = a - atna't. 
Donc l'image de ( D) par St est une droite (Dj) 
d'équation : Xt + yttant = a(l + tna't). 

3.a) (M10;M1M) = arg(Z Z')(27r) =arg(Z' Z) (27t) 
— t t 

Z-cost(cost+ isint)Zx ^ . 
-arg( -2 . . J ) (2k) 

cos t(cos t + i sin t)Z 

sin2 t-icostsint ^ . 
= arg    . . s (27t) 

cos t(cos t + i sin t) 

-i sin t(i sin t + cos t) 
= arg   

cos t(cos t + i sin t) 

= arg(-i tan t) (277) 

= ±- (277) 
2 

(277) 

Le triangle (OMMj) est rectangle en Mj. 

b) Si M est fixe on a : VM ^ O : 

(MtO ; MtM) = -~ (277) Mt décrit un cercle 

de diamètre [OM] privé de O et M. 

4.a) (AM ; A^Mt) = arg Zt ~ Zm (2n) 
Z-ZA 

/costeItZ-costeItax . 
= arg(   ) (277) 

Z- a 

= argcosteIt (277) 

= t (277). 

b)(HtA; HtAt) = (AM ; AtMt) (n) 

= t (77) 

D'autre part : 

x coste^a it / , (OA ; OAt ) = arg = argcoste = t (77) 

(HtA ; HtAt) = (AM ; AtMt)(77): 
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o ; Ht ; A et At sont cocycliques. 

c)(OM; OMt) = arg^- (71) = argf(t)elt(7i) = t(7i) 

(H^M ; H^Mt) = (ÂM ; À^Mt) (tt) = t (tt) 

(ÔM ; ÔM.) = (tÇyf ; H^ït) (71) 

O ; M ; Mt ; Ht sont cocycliques 

(M^ ; MtM) = (HtO ; HtM) (71) Or le triangle 

HjOM est rectangle Mj =ï> Le projeté orthogonale 
de O sur la droite (AM) est le point Hj. 

d) Le projeté orthogonale de O sur A est le point 

d'intersection de A et (Dj) donc A est le point 

d'intersection de A et (Dj); d'où (Dj) passe par le 
point fixe A lorsque t varie. 

Exercice 2 

La) ( E2 ) : (iZ)2 = (Z +2i)2 o 

-Z2 = Z2 + 4iZ - 4 o 2Z2 + 4iZ - 4 = 0 o 

Z2 + 2iZ - 2 = 0 ; 
A = -4 + 8 = 4=> 

-2i - 2 
z1=- 

, . ^ -2i + 2 . . 
= —1 —i;Zt= = l — i => 

„ rr Sti . . STI r- 3tz . . STI 
Z, =V2(cos hisin—) ;Zt =V2(cos hisin—) 

4 4 - 44 

b) u 
-V2 ^ -V2 

.571 

up + u"p = e 

■z1 = 

tpTT 
4 

: sfïe 4 =- e xe ■ 

71 . . 71 
= cos —h 1 sin — 

4 4 
lOTT 
^ = 2cos(—) 

c) i[(l + uZ)n+(l + uZ)n] = i ^qyzP+^cPûV 
p=0 p=0 

^CPzP(uP+uP) 
P=0 

^CPZP(2cos(^) = f(Z) 
P=0 

d) f(Z) = 00(1+ uZ)n + (1 + û Z)n = 0 o 

(1 +uZ)n = -(l + ÛZ)n o 

(1 + uZ)n 1 + uZ 

„ . 1 + uZ /r, z — 1 
Soit z = —=— <=> (Z = —) o 

1 + uZ u - uz 
.^7I+2k7I^ 

zn=-loz = e n /0<k<n-lo 

.^7r+2k7r^ 

Z = 
-1 

.^7r+2k7r^ / 0 < k < n -1 

u - ue 

2.a) Z est solution de ( En) o (iZ)n = (Z +2i)n<=> 

| iZ |n = | Z +2i) |no | i H Z |n = | Z +2i) |no 

| Z | = | Z +2i) | = | Z -(-2i) |o OM = AM. 

b) Z est solution de ( En) o 

M e médiatrice de [OA] o Im(Z) = -1 (La 

médiatrice de [OA] est la droite d'équation y = -1) 

oZ = a-i/a eE. 

3.a) (iZ)n = (Z + 2i)no( 

iZ 

iZ 

Soit T 
Z + 2i 

o (Z 

Z + 2i 
2iT 

)n=l 

i-T 
)0Tn= 1: 

.^7r+2k7r^ 
T=e n /0<k<n-l 

2ie 

. /7i+2k7iN u > 
2ie 

. /7i+2k7r u > 
2e 

. /7i+2k7r u > 

. /7t+2k7r 
k > 

. /7i+2k7r u > . /7i+2k7r u > 
1 -e 

oZ = 

i(l + ie n ) (1 + ie n ) 

2e 
. /7i+2k7r u ) 

. kit jt , i(—+7) ^ kTi 7T:n 
2 n 4 x(2cos( h—) 

n 4 

o 

. kTi 71 x K -> * n 4 
z = o 

cos(— + -) 
n 4 

kTT 71^ . . kTT 71^ 
cos( —) + ism( -) 

7 n 4 n 4 . 
kTT K 

cos(— + -) 
n 4 

^ kn 71 kn 71 71 71 
Or 1— = ( ) H— et cos(x H—) = - sin x : 

n 4 n 4 2 2 
kTt TT . kTt TT 

cos( — + —) = - sin ( -) 
n 4 n 4 

kTt 7tx . . kTt 7t 
cos( —) +1 sin ( -) 

oZ =  11 — <=> 
. ^ kTt 7t _sin ( -) 

n 4 
kTt 7t 

cos ( ) 
Z = -i Ho 

kTt 7t 
sm ( -) 

n 4 

Z = -i - cot an( — - —) / k e |0; 1 —; n -1} • 
n 4 1 ' 
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1 + X 

1 — X 
> 0<=> xe]-1 ;1[^> 

Problème 
Partie A 

1 1 + X 
f(x) = — ln(- ) 

2 1- x 

La) f est définie o 

Df=]-1 ;1[. 

b) Vxe Df ; -xe Df ; 

f(-x) = — ln(^——) = - —In ^ + X = —f (x) f est 
2 1+x 2 1-x 

impaire. 
c) Tableau de variations de f : 

(1±A)' 
ri/N 1 i_x 1 1-x 1-x+l + x 1 
f (x) = — X —  — = — X X - 

f(x) = 

2 1 + x 2 1 + x (1-x)2 1-x2 

1-x 

^ > 0 ; V xe Df 
1-x2 

X -1 1 

f'(x) + 

f(x) 

+00 

-00 

d) Représentation graphique de Cf 
y 

1 3 

r 

>X 

2.a) f est continue et strictement croissante sur 
]-l ;1[, donc f réalise une bijection de ]-l ;1[ sur M • 

1 1+X 
b) On pose y = f(x) = — ln( )<=> 2y 

2 1 - x 

! /1 + XX ln(- )<» 
1-x 

,2y . 1 + X 

1-x 
o e2y -x e2y : 1 + x <=> 

e2y -1 = x ezy + x = ( ezy+l)x o .A - r 

e2y -1 ey(ey -e~y) 
x 

e -e~y 

e2y+l ey(ey +e~y) ey+e" 

Donc g est définie sur E par : 

gOO 
e -e 

e + e 

2ème méthode 

ex-e"x 1 
f(-  —) = — In 

ex +e~x 2 

1 + 
e -e 

-x x 

e +e 
x _ —x 

1- _x . — X 
V e +e 2 

= — In 
2 

f ~x I ~-X , _x — X A e +e +e -e 
x . — x _x . — X 

e +e -e +e 

1 w 2c\ 1, .x 
= — ln( ) = — Ine" 

2 2e~x 2 

f( 
2 

-7—^r) = T(2x) = x ^ rl(x) = 
e +e 

e -e 

ex +e" 

e -e 
<^g(x) = 

e" + e " 
c) (C) est l'image de (C) dans la symétrie 

orthogonale d'axe : A : y = x ( Voir figure). 
3) Soit A l'aire cherchée. On a : 

p1 r1 ex - e x 

A = f (x - g(x))dx = 4 f (x - — —)dx = 
Jo Jo e + e 

 ln(ex +e~x) =4 
2 

1 . e2 +1 . ^  In h In 2 
2 e 

- + In 2 - ln(e2 +1) 
2 

= 4 

= 4 

— - ln(e + e ) + In 2 

^ - ln(e2 +1) +1 + In 2 

3 w 2 f - + ln(— ) 
2 e2 +1 

u.a 

Partie B 

La) t ++ [g(t)]n est continue sur E =+ 

rx n 

In(x) = J [g(t)] dt existe VueN etVx>0. 

b) Io(x) = £ldt = [l]l = x 

h (x) = J" g(t)dt = l+le' + e_t ) = ln(ex + e_x ) - In 2 

ex + e_x 

O Ii(x) = ln(   ). 

c) V p >1 et V x >0 on a : 0 < t < x et g est 

croissante g(0) < g(t) < g(x) o 

0<[g(t)]2p<[g(x)]2p^> 
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2p 2p 
0< S>>ï dt < j:b«i dt <»0 < l2p< x[ g(x)]2p. 

d)V x e ]R+ ; g(x) e[0 ; 1[^> lim [g(x)]2p =0. 
p->+00 

Donc (Dp) est convergente et on a : lim I2 (x) = 0 
p—>+00 

/ t . —t \ 2 / _ t —t \ 2 
2.a) g'(t) = ( ) "( 7 ) o 

g'(t)= 77 

(e1 +e_t)2 

(e'+e"')2 (e'-e"')2 

(e1 +e_t)2 (e'+e"')2 

g'(t) =1 - [g(t)]2o [g(t)]2 = l - g'(t) ) ; V tE E. 
n+2 

b)I„+2(x) = jo
X[g(t)] dt = £[g(t)] [g(t)]n dt 

jo
X(l-g'(t))[g(t)]n dt = 

fxlx(g(t))ndt-fxg'(t)(g(t))ndt = 
J () J () 

1 
■[g(t)r i„(x)—-g(xr 

n + 1 n + 1 

D'après 2.b) on a : 
Si n = 0 ; Dix) = Io(x) - [g(x)] 

Sin = 2;D(x)= DW - ^ [g(x)]3 

Sin = 4;I6(x)= D(x) - ^ [g(x)]5 

Si n = 2p - 2 ; I2p(x) = I2p.2(x) - [glx)]2"-1 

2p -1 

En sommant membre à membre : 
I2(X) + I4(X)+ + I2p(x) = 

lû + I2(X)+  + I2P.2(X) - [g(x) +^[g(x)]3] 

+ + - 
1 

2p-l 
[gW]2"-1] o 

I2P(X) = I0 -[g(x)+i[g(x)]3] + + 

1 

2p-l 
[glx)]2"-1] O 

l2p(x) = X-[g(x)+-+g(x)]3]+ + —^— [gix)]21"1] • 
3 2p -1 

d) f ( ^ ) = In V2 g(ln V2 ) = ^ ^> 

I2p(ln V2 ) = In V2 - [g(lnV2) [g(ln V2 )]3] 

2p-l 
[ganV^)]2"-1] 

I2p(lnV2) = lnV2-[i + i(i)3+ + 

(- )2p'1 ] Comme lim I, ln(x/2) = 0 : p—>+00 

•+" 

2p -1 3 

111, 
lim [- + -(-)3+- 
p^+CiC 3 3 3 

Partie C 

h(x) = f t ,dl ; x e ]-l ; l[ 
Joi + t- J L 

-p 

1 1 

2p -1 3 
(-)2p-1] = lnV2. 

l.a) La fonction : 11—> — est continue sur 1-1 ; il 
1 + r 

Donc h est bien définie sur ]-l ; l[. 

b) V t e R\|-l; l} On a : 

t2 t2-l 1 , I ■ = -! + — 
1-t- 

= -l + - 

1-t2 1-t2 

(l + t) + (l-t)+ 1 

(l + t)(l-t) 1-t2 

(l + t) + (l-t) , 1 

(l + t)(l-t) 1-t2 

, 1 ^ 1 ^ t _ , — 1 H ( ) H ( ) -w* — — — 1 + 
2 1-t 2 1 +1 1-t2 

, , 1 1 
=x> a= -1 ; b = — ; c = —. 

2 2 

2 

]_ 

2 
1-t 1+t 

1 

2 c) h(x) = fX (-1 + — + —)dt = 
1-t 1 + t 

-t - l-ln(l - t) + l-ln(l +1) 

"t + " (ln(l +1) - ln(l -1)) 

o h(x) = -x + f(x) 

h'(x) = -1 +f'(x) =-1 + 

1, 1 + t 
-t + — ln( ) 

2 1-t 

>0 
1-x2 1-x2 

• Tableau de variations : 

X -1 0 1 

h '(x) + 0 + 

h(x) 
-00 — 

_ +00 
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• Représentation graphie 

ï 

ne de (Ch) 

-n 

Vx>0 ; V ke N ; On pose: 

/x! Xiti vx 1 1 k-x u(x) = Inx hl-lnk ;u(x)= =  
k x k kx 

• Tableau de variations : 

X 0 k 1 

u'(x) + 0 

u(x) 
u(k) 

u(k) = Ink l-l-lnk = 0^>Vx>0; Vk e N ; 
x 

u(x) < u(k)= 0 o Inx - —+ l-lnk <00 
k 

Inx < 1 + In k • 
k 

On a : Inx < 1 + lnk 
k 

rk+l 
| plnxdx < | p ( —-l+lnk)dx o | ^Inxdx < 

k+i 

k 2k 
-x + (lnk)x 

k+- 

<=> 
k-i 2 

k.1 (k+-)2 1 1 1 1 
f Inxdx <—^ k- —+ (lnk)(k+—) + k---(lnk)(k--) o 

•'k— ^ ^ ^ 
2 2k 2 2 2k 2 2 

i . i pKH— /«KH— 
plnxdx <1-1 +In ko plnxdx <lnk 

•'k— •'k— 2 2 
3 

Si k = 1 ; J2 Inxdx < In 1 
2 

5 
Si k = 2 ;|3

2 Inxdx < In 2 

i /•IlH— 
• Si k = n ; 2 Inxdx < In n 

Jn — 
2 

En additionnant membre à membre : 

3 5 1 1 p p— pnH— p nH— 
J f Inxdx+J32 Inxdx + +J f Inxdx < ln(l x 2 x • • • xn) <=>]! 2 Inxdx <ln(n!). 
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1 (•n+- /•ru— 
c) Donc ln(n !) > 1 [ 2 Inxdx ; Or 

2 

pn+— r ,n- ' 1 1 1111 1 1 1 
f. 2lnxdx =rxlnx-xl. 2 = (n + —)ln(n + —)-(n + —)—In —+ —= (n + —)ln(n + —)-n + —ln2: 
J- — 9 9 9999 9 99 2 2 2 2 z z 

ln(n !) > (n + —) ln(n + —) - n + — In 2. 

4) Un = ln(n !) - (n + ^)ln(n) + n ; 

a) Un - Un+i = ln(n !) -(n + ^)ln(n) + n- ln(n+l)!) + (n + -^)ln(n + l)-n-l 

= - ln(n+l) + (n + |)ln(n +1) -1 - (n + ^) ln(n) 

= (n + —)(ln(n+1 ) -ln(n)) - 1 = (2n + 1) -ln(^^)-l ; Or 
2 2 n 

i+- 1 

= i|n( 2nii) = i|n(—) =. U. - L:„, = (2n+l) f(—!—)-l 
2n +1 2 1 _ 1 2 n 2n +1 

2n + 1 

• Un - Un+i = (2n+l) f( —^—) ^—) = (2n + 1) h( —^— ) >0 ; car h(x) > 0 ;Vx> 0 (Un) est décroissante 
2n +1 2n +1 2n + l 

b) On a : ln(n!) > (n + —)ln(n + —) - n + —ln2 et (n + —)ln(n + —) > (n + —)ln(n) 
2 2 2 2 2 2 

. ^ .x . K, ^ x In2 . ^ ^ ^ x In2 TT In2 ln(n !) > (n + —)ln(n) - n H <=> ln(n !) - (n + —)ln(n) + n > <» Un > <» 
2 2 2 2 2 

WTT x 11 ^ . In 2 c) (Un) est convergente car elle est décroissante et minorée par  
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Sujet 2005 /Séries : C & TMGM / Session normale 

Exercice 1 

1 .a) Soit Z0 = ib / b C ; Z0 est solution de P(Z) = 0 <=> 

(ib)3-(5 +7i)(ib)2 +(-6+26i) (ib) +24 -24i = 0 o 

-ib3 +5b2 +7ib2 -6ib -26b +24 -24i = 0 o 

5b2 -26b +24 +i(-b3 +7 b2 -6b -24) = 0 o 

J5b2-26b+ 24 = 0 (1) 

[-b3 + 7 b2 - 6b - 24 = 0 (2) 

La résolution de l'équation 1 donne : b = 4 ou 
b = 1,2 ( à rejeter ). Donc Zq = 4i. 
b) T.H 

1 -5 - 7i -6 + 26i 24 - 24i 

4i X 4i -20i + 12 24i-24 

1 -5-3i 6 + 6i 0 

P(Z) = (Z-4i)(Z -(5 +3i)Z +6 + 6i) ; 

rZ-4i = 0<»Z = 4i 
P(Z) = 0<»^ 

[Z2 - (5 + 3i)Z + 6 + 6i = 0 (2) 

A = 25 - 9 +30i -24 -24i = -8 +6i = (1 + 3i)2 

5 + 3i +1 + 3i _ 5 + 3i — 1 — 3i _ 
 = 3 + 3i ou Z = = 2 

2 2 

S = {4i ; 3 + 3i ; 2}. 
2.a) Za = 2; Zb = 4i ; Zc = 3 + 3i. 

(OA ; OB) = argy = arg2i = ^(tt) ; 

/AT 4i - 3 - 3i -3 + i . 7 (CA;CB) = arg r = arg r = arg-i = -- 
2-3-3i -l-3i 

-y 1 

S * H 
H 

— 

y 2 K 
■v 

y u 
\ y 

u 
> 

C 7 ■~i. \ \ 5 ■t 

1 r s \ C 

7 \ 1 T 

7 •-T 
/ 

C 
A j ' y 

A \ ■1, si T 

V \ 
r 

Js 7 

O -/ 
r y 

x 

à L 
x 

- 1 j S e: K 
* « 

D'où (OA ; OB) = (CA ;CB) (tt) O ; A ; B et 

C sont cocycliques (car O ; A ; B et C ne sont pas 
alignés). 

5 x 0 - 3Za + 4ZC 
b) Zjq - - 

-3x 2 + 4x (3 + 3i) 

5-3 + 4 

Zq = 1 + 2i 

2 + 4i 

c) Me gr <=> 

2 

Z - 2 

Z-4i 

ou 

= l + 2i = ZG^>G=[A*B]. 

= 0 

<^> 

Z-2 7t 
arg( ) = — (tt) 

Z-4i 2 

M = A 

ou donc Z" est le cercle de 

K 
(MB ; MA) = -(7t) 

diamètre [AB] privé de B. 

3.a) (p(M) = 6MG2 +5G02 -3GA2 +4GC2 

= 6MG2 +5x5 -3x5 + 4x5 
= 6MG2 + 30 

MErk 06MG2 + 30 = k 06MG2 = k - 30; 

• Si k < 30 =>rk = O 

• Si k = 30 ^>rk = {G} 

. Sik>30^rk= r _ . 

b) MeFôo o MG2 = 5<=>MG =a/5 ; donc Fôo est 

le cercle de centre G et de rayon V5 passant par 

les points O ; A ; B et C (Voir figure). 
37-7 

4) f : M(Z) —>M'(Z') / Z' = ^ ; 

F : (x - l)2 + (y -2)2 = 5. 

, , ,. , 3(x + iy-(x-iy) 
a) x +iy =—  —  — <»<! 

x = — x 
2 

y' = y 

b) F' = f(r) ; F' : (2x' - l)2 + (y' - 2)2 = 5 o 

4(x' - )2 +(y' - 2)2 = 5 ; donc F' admet une 

équation de la forme : 4(x - ^ f +(y - 2)2 = 5. 

c) L'équation de F' : 4(x - ^ )2 +(y - 2)2 = 5. 
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Soit 
X = x - — 

2 

[Y = y - 2 

(Q ; u ; v) F' a pour équation : 

et ; 2). Dans le repère 

9 c X2 Y2 

4X- +Y- = 5 o = 1 ; Donc F' est 

S 
2 

l'ellipse de centre Q(^- ; 2) ; de sommets : 

; 2);(Y^±1 ; 2);(i ; V5+2); 

(— ;-V5 + 2)et d'excentricité e =— = —!= et 
2 b V2 

passant par 0 et B. 

Exercice 2 
Inx 

ne N ; fn(x) = —— ; xe]0 ; +oo[. 
X. 

xn_1-nx11"1 Inx xn_1(l-nlnx) 
1) f n(x) =     =     

11 
f ntx)   "+"

X ; f n(x) = 0 <» 1 - nlnx = 0 <» x = er 

• Tableau de variations 

X 
0 

i 
en +oo 

f'(x) + 0 

1 
f(x) 

-oo^ 
ne 

0 

• Limites aux bornes 

lim fn (x) = -oo ; lim fn (x) = 0 v v A"*" v ^_l_r/9 x->0 

2.a) Cn+i n : 

f r \ lnx 

y = r„+l (^) = — 
X 

r . , lnx 

7°" 

lnx lnx lnx lnx Inx(l-x) 
 r = <=> ; = 0 •O ; = 0<=> 
xn+1 xn xn+1 xn xn+1 

x = 1 ; fn(l) = 0. 
Donc : toutes les courbes (€„) passent par un point 
fixe A(l; 0). f „(!) = 1 et 

^ .ix r fn+iOO-fn+iC1) r lnx 1 
n+i ( )= lim   = lim -x^Tr = l x^l X_1 x ^1 X 1 X 

rfn(l)=f„+l(l)=l 
Donc : les courbes ( ) 

[fn(i) = fn+1(i) = o 

admettent la même tangente : y = x - 1 en 

A(1 ; 0). 

b) f„+1(x) - fn(x)=(lnx)
n

(!rx) < o cn/cn+1. 

1 i 1 i 
c) Mn(en ; — ); on pose X = en et Y = —: 

ne ne 

Xn = e <=> Y = 
1 

nXn 
Donc les points Mn sont situés 

sur une branche de la courbe d'équation : Y = 

3) Représentation de C 

1 

nXn 

4.a) f est décroissante sur [e3 ; +oo [ ; 
i 

V k > 2 ; [k ; k+1 [ œ [e3 ; +oo [ 

V x E[k ; k+1 [ ; f (k+1) < f(x) < f (k) 
/•k+1 /«k+l /«k+l 
f f (k + l)dx < f f (x)dx < f f (k)dx < 
Jk Jk Jk 

/•k+1 
f(k+l)< [ f(x)dx< f(k). 

Jk 

b) On a : f(3)< f(x)dx < f(2); 

f(4)< j3
4f(x)dx < f(3); 

< <+> 

f(n)< f" f(x)dx < f(n-l); 
Jn-1 

Sn -f(2)< fnf(x)dx <Sn - f (n) 
J2 

In 2 r3 r, s -, ^ In n w 
<+> Sn —— < J2 f(x)dx < Sn r; Vn > 1 

rn In n rn 

c) f(x)dx <Sn   « f(x)dx 
J2 1+ •'2 

Inn ^ 
+ —^Sn 

n 
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s„ - 
In 2 

<j^f(x)dx <=> Sn < f (x)dx- 
In 2 

Donc Vn>2;ona: f f(x)dx + ^^-< Sn <f f(x)dx 
J2 n

3 J2 J2 

rn rn In x 
d) f(x)dx = —^-dx ; on pose : 

In 2 

u(x) = Inx 

v'(x) = \ 
X 

u'(x) = - 
X 

v(x) = 

| f(x)dx: 

j"f(x)dx: 

-In x 

2x2 

-1 

n -1 

■>2 2xJ 
dx : 

-inn in 2 1 fn 1 
 j—' '— 
2n 8 2J2X 

-ydx : 

fn„/ -inn ln2 -1 1 
f (x)dx = — +   + — => 

2n 8 4n 16 

= 0 ; alors lim fnfn(x)dx = 1 + 21n2
et lim ^ 

n—>+coJ2 n^+co 

(Sn) est Convergente (encadrée par 2 suites convergentes). 
1 + 2 In 2 „ 1 + 2 In 2 ln2 

e) On a : < A, < + <» 
16 16 

21ne2 +2 In 2 , l + 41n2 
-< A< <» 

16 16 

In 2y/c + 2 In 2 4 In \fc 
 ^ A ^ . 

8 8 
Problème 
Partie A 
1. a)Figure illustrant les données 
D G 'C 

Hl X  

-•A 

 M 

\ 

El B 

2.a) hi((AD)) est la droite passant par F et 
parallèle à (AD) donc : hi((AD)) = (CB) 
b) h2((BC)) = (EG) 
c) h2o h1((AD))= h2((BC)) =(EG) 
d) hi o h2((DC))= hKCAB)) =(FH) 
e) h2 o hi = hi o h2 ; (hi et h2 ont le même centre). 

Donc : h1 o h0 : 
(AD) —> (EG) 

(DC) —> (FH) ^ 

h; o h2 ((AD) rv (DC)) = (EG) rv (FH) 

hi o h2(D)= M. Or, hi o h2 est une homothétie de 

centre P; alors Pe(DM). 
Conclusion : les droites (DM) ; (CE) et (AF) sont 

concourantes V M e[AC]. 

3.a) DE = DA + ÀE cp(DE) = cp(DA) + cp(ÀE) 

= DC +AH 

= ÂB + ÀH 

= ÂF 

cp(DE) = AF<» 

DE 

et 

AF 

K 
(DE ; AF) = — (271) 

=4>(DE) 1 (AF). 

b) cp(DF) = cp(DC + CF) = cp(DC) + cp(CF) 

= cp(AB) + cp(GM) 

= ÀD + GC 

= ÈG + GC 

= ÈC 

cp(DF) = ÈC 

• cp(DM) = cp(DG + GM) = cp(DG) + cp(GM) 

= cp(AE) + GC 

= ÂH + GC 

= ÈM + MF 

= ÈF 

cp(DM) = EF ; 

• cp(DF) = ÈC (DF) 1 (EC) 

• cp(DM) = ÈF (DM) 1 (EF) 

• (FA) 1 (DE) (FA) est la hauteur issue de F 

dans letriangle FED. 

• (EC) 1 (DF) (EC) est la hauteur issue de E 

dans letriangle FED. 

• (DM) 1 (EF) (DM) est la hauteur issue de D 

dans letriangle FED. 

Donc pour tout M de [AC] les droites ( FA) 
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(EC) et (DM) sont les hauteurs issues de F ; E et 
D du triangle FED ; alors (FA) ; (EC) et (DM) 
sont concourantes en un seul point qui est 
l'orthocentre du triangle FED. 
On considère la réflexion S(AC) ; on a : 

(DM) (BM) 

S(AC) : \ (CE) —> (CH) 

(AE) (AG) 

(DM) ; (SE) et (AF) sont concourantes (BM) ; 
(CH) et (AG) sont concourantes. 

Partie B 

La) Q^MetQ^F; donc il existe une unique 
similitude directe S de centre Q qui transforme M en F. 

TZ 
b) L'angle de S : (QM ; QF) = -—{2k) 

S : 
"(FF) (DM) 

(EM) (FM) 

S ((FF) n (EM))= (DM) n( FM) =^> S( E) = M. 
2) F' image du carré (AEMH) est le carré 

(GMFC) c'est-à-dire : 

A ^ G 

S : 
E —> M 

M —> F 

H —> C 

3) S (M) = F : 

S(E) = M 

S (A) = G 

S(H) = C^> 

K 
(QM ; QF) = - — (2K) 

K 
(QF ; QM) = - — (2K) 

Q E F, 

Q E ro 

K 
(QA ; QG) = - — (2K) 

K 
(QH ; QC) = - — (2k) 

Q E F, 

Q e F. 

Donc VM de [AC] les cercles Fi ; r2 ; Es etr4 ; 

sont concourantes en Q. 

4) S(AC) : 

[FM] —> 

[ME] [MH] 

[GA] [FA] 

[CH] [CE] 

Donc les cercles de diamètres [GH] ; [MH] ; 
[FA] et [CE] restent concourantes quelque soit la 
position de M sur [AC]. 

Partie C 
1) Figure illustrant les données et répondant à 
certaines questions. 

TV' 

■V / 

H 

■ c: ••-g 
....r.     

 .• 
O,:.•••' X 

/i o 
■m i /: 

 \"Û 

OoI = IOi = OiJ=JOo= -AB. 
2 

OJ = — AB et IO^ = ^BC;(AB) 1 (BC) 

(02I) 1 (JOj) (OtIOjJ) est un carré. 

2ème Méthode: 

On considère l'homothétie h . ; on a : 
(M;-, 

h : 

A —> 02 

B —> I 

C^Ol 

D —> J 

; ABCD est un carré (O^IO. J) 

1 
est un carré; puis Aire (OJOjJ) = — x Aire (ABCD) 

4 

a2 

T 

2) h' . :M—> J ; Donc si M décrit [AC], alors 
«V 

le lieu géométrique du point J est le segment 
[A'C], avec A' = [D*A] et C'= [D*C]. 

3.a) Soit O = [A*C]. La rotation r transforme 
«V 

G en H et la rotation r' transforme G en H; 71 7 

(s-) 

alors S = O. 
b) Soit A" = Sa (S) et C" = Sc (S), alors le lieu 
géométrique de T est le segment [A"C"]. 
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4. a) HG2 = HM2 +GM2 = x2 + (a - x)2 ; 
HG 1 

Aire (SGTH) = SG2 = (-^)2 = - (x2 + (a - x))2 

V2 2 

b) f(x) = Aire (JSG) = - Aire(SGTH) o 
4 

f(x)=l(x2 + (a-x)2). 
O 

1 1 a 
c) f'(x)= — (2x - 2(a-x)) = — (4x -2a) ; f'(x) = 0 <=> x = — . 

8 8 2 

• Tableau de variations 

X 0 — +00 
2 

f'(x) 0 + 

f(x) 

2 2 a a 

TÔ 

f est minimale lorsque x = — c'est-à-dire M = [A*C]. 

Partie D 
La) Figure illustrant les données et répondant à 
certaines questions. 

\ A 
D G \ C 

H 

V' 

/A' 
Svs/.v*' 

• ^ 

Vn 
/ r. 

\ ^ E 

S N 

A,) 

Le foyer de J^est le point A tel que : 

BA = BC = d(B ; (CD)) ^>Be 

b) MA -i-MB = 2MA = AC = x/2 a Mg 

(ME) -L(AB) =4> M est un sommet de ( e ). 

Le 2eme sommet du petit axe est le symétrique de 
M par rapport à (AB). 

Les sommets de l'axe focale sont les points 
d'intersection de la droite (AB) avec le cercle de 

centre E = [A * B] et de rayon MA = (Voir figure). 
V2 

2) (FH) = médiatrice [AD]^>(FH) est tangente à -V 

en H. 

(FH) passe par M et /à (AB) (FH) est 

tangente à ( L )cn M . Donc (FH) est une tangente 

commune à -Atl à e . 

3.a) Soit A' le symétrique de A par rapport à A 

(A' g(DC)) ^>A = médiatrice [AA']. 

Soit Aq le point d'intersection de A avec la 

perpendiculaire en A' à (DC) on a : Aqg -V, alors 

A est tangente à é^en Aq. 

b) (ABA'C) est un parallélogramme =>(BA')/(AC) 

D'autre part (BN)l(DB) et (AC) 1(DB) =g 

(BN)/(AC) (BA')/(BN) <gi>NG(BA'). 

De plus on a : BA = AC = ax/2 ; or BA' =]SIB +NA' 

et NA' = NA ; donc NA + NB = a Vï Ne gf 

Encore : A ' NF = FNA car A = médiatrice [AA'] 

et A0NB = FNA => A est la bissectrice externe 

de l'angle (NA ; NB) => A est tangente à ( ) en N. 

c) Voir figure précédente. 
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Sujet 2005 /Séries : C & TMGM / Session complémentaire 

Exercice 1 

(E) : Z2+2Z +1 - e2i0 = 0 ; 0e[O ; 2n[. 

La) A = 4 - 4(1 - e2i0 ) = 4 e2i0 = ( 2ei0)2. 

Z, = 
2 + 2e11 

= 1 + eie ;Zn = 
2 - 2e11 

= 1 - e1' 

A 
b) Zi = 1 + e10 = 2 cos( —)e 2 ; 

fi i- fi 
Z2 = 1 - e10 = -2i sin( — )e 2 = 2sin( — )e 2 2 

Si 0 = tt Zi = 0 ; Si 0 = 0 Z2 = 0 
Donc : 

pour Zj 

pour Z2 

0 0 
[Zj| = 2cos — ; argZj = — siO<0<7t 

0 0 
[Zj | = -2cos — ; argZj = — + n (27t)si 7t < 0 < 27t 

|Zt | = 2 sin ^ ; argZ, = ^ ^ si 0 < 0 < 27t 

2.a) Mi—>Zi = 1 + ei0 ; Zo =1 - ei0 ; 
Soit A le point d'affixe 1. 

AMi = 1 Zi - 1 ,i01 

J0i 
1 

AM2= I Z2- 1| = I -e | = 1 

Donc si 0 décrit [0 ; 27t:[ ; alors Ml et M2 

décrivent un cercle F de centre A(1 ; 0) et de 
rayon 1. 

Z +Z 
——- = 1 A = [Mj *M2] alors (MJM2) passe 

par le point fixe A. 

k\C-Û 71 ^7 3 .Vfi 3 . V3 b) Si 0 = — ^> Z, = — + 1 — LZ, = 1 — 
3 2 2 2 2 

y' 

1, 

sL ® ® 

• 
® ® 

c ® A f X 
• 

M 1VI ^ 

3) ( En) : (Z -l)n -e2i0 = 0 ; 0e[O ; 27r[. 

a) (Z -l)n = e2i0 ; Soit z = Z- 1 o Z = z +1 d'où : 

zn = e201 ; On pose z = reia /r e R* et a e 1R 

n n in0 t-^ „ n i20 ^ n ina i20 . . 
z = r e Donc z = c <^> = re = c o 

<=> 
rn =1 

na = 20+ 2k7i ; k e Z 

r = 1 

28 2kn n ^ 
a = —+   ; 0<k<n-l6Z<» 

n n 
. 20 2kjt i( ^ ) 

z = e n n ;0 < k < n-1 Z = 1 + e n n ;0<k<n-l 
. 20 2kjt i(—+ ) 

Conclusion : les solutions de (En) sont les 
,(20 + 2k7t) 

nombres Zk = 1 + e n n ;0<k<n-l. 

b) Zq + Zj + Z2 +  + Zn [ = 
i27i i20 i27i i20 471 i20 i2(n-l)7i 

l+en+en-en+l+enen+lH l-ene n +1 = 
i27i i27i i27i i27i       2   n-l 

n+en(l + en+(en)H l-(en) ) = 
i27i 

1271 . , . n 

— 1 —(e n ) 
n + en ( ) = n+0 = n- l27l 

1-e n 

D OÙ Zq + ZJ + Zt + + Zn-1 = n 

20+2k7t) 

c)Mk:Zk=l + e n n ;0<k<n-l 

AMk = Z. -1 = 
. 20 2kjt, K—+ ) n n = 1<^ Mk eF. 

d) Sn = MqMi +M1M2 + +Mn-lMn d'où 

^k-i - Mk - Zk Zk_1 

■ ,20 ., 2k7i .^(k-llJt, H—) H ) i( ) 
e n (e n — e n 

= 2 sin ■ 

i(—) i(—) 
e n (1-e n ) 

. 71 H—) 
2i sin — e n 

Sn 

: MqMI +M1M2 + +Mn-lMn 
71 71 71 

= 2sin — + 2 sin — + •••+ 2sin —: 
n n n 

. 71 
sin — 

.71 1. _ . 7C 1_ n/-> 
Sn = 2n sin — lira 2n sin — = lira ztï = ztï • 

n n^+00 n n—>+co 71 
n 

• Interprétation: La somme des distances entre 
les points (Mk) lorsque n est assez grand est 

égale au périmètre du cercle Fia : o- 
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Exercice 2 
La) Figure illustrant les données et répondant à 
certaines questions. 

r. 

k: 

BJ = CD et 

b) r(B) = C ; r(J) = D 
(BJ ; CD )= — (2n) 

(BJ) _L(CD). 

c) S ^ ; S(B) = JetS(C) = D 
(A;^ 

JD = — BC et 
2 

(BC ; JD )=^(2iz) 

(BC) 1 (JD) 

d) (BJ) 1(CD) (BJ) est la hauteur issue de B 

dans le triangle BCD. 

• (DJ)l(BC) (DJ) est la hauteur issue de D 

dans le triangle (BCD). 

J appartient à deux hauteurs du triangle (BCD) 

donc J est l'orthocentre du traingle (BCD). 

2) Les traingles (AJD) et (DFD) sont rectangles 

en A et F respectivement et de même 

hypoténuse [JD] donc les points A ; J ; F et D 

sont cocycliques. 

Les traingles (ABC) et (FBC) sont rectangles en 

A et F respectivement et de même hypoténuse 

[BC] donc les points A ; B ; C et F sont 

cocycliques. 

3) I = [B*C] =^>S(I) = S([B*C])<=> S(I) = [J*D] o 

Fi est le cercle de diamètre [BC] SlFi) est le 

cercle de diamètre [JD] =ï> le lieu géométrique du 

point M' est le cercle de diamètre [JD] lorsque 
M décrit F|. 

4.a) M]VF2= AM2 +A1VF2 - AM2 + - AM2 - - AM2 

4 4 

AXT AN y/s , <^>AN=-::—AMo = — AM" . 
4 AM 4 

D'après Alkhashi on a: 

MN2 = AM2 + AN2 -2AMANcos (ÀM ; AN) o 

- AM2 = AM2 + - AM2 -2AM4^AMcos(AM ; ÀN)0 
4 4 4 

- = 1 cos(ÀM ; ÀN)<» 
4 4 2 

^-cos(AM ; AN)=1<^> cos(AM ; AN)^-^^ 
2 y/5 

la mesure de a de l'angle (AM ; AN) est constante. 

2 2y/5 
b)cosa = 

c) On a : 

y/5 5 

s/5 
AN = —AM et 

4 

(AM ; AN )=a (27r) 

Donc N est l'image de M par une similitude de : 

y/5 
centre A ; de rapport — et d'angle a. 

d) Le lieu géométrique F de N lorsque M décrit Fi 
est le cercle passant les points I ; I' =[C*D] ; 
J'= [J*Ji] avec Ji =[A*D] ( Voir figure). 

Problème 
Partie A 
Sn(x) = 1 - X + X2 + + (-l)xn 

La) Sn =x--x2+-x3+ +^x- 
2 2 n +1 

est une primitive sur E de Sn (x). 

b)Vx^-l ;Vn>2; Sn-i(x) est la somme de n 
termes d'une suite géométrique de 1er terme 1 et 
de raison -x, donc on a : 

, „ N 1 - (-x)n l-(-l)nxn 

Sn-l(X)=  = ^ 

Sn.1(x) = 

1 - (—x) 1 + X 

1 ( 1)n x ' 

1 + X 1 + X 
(1) 

2.a) S,vl(t) = 
1 (-l)ntn 

1 + t 1 + t 

1 =l-t + t2 

1 + t 
■ +( i)n—11"-1 

i + t 
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C—dt= ("'(l-t + t2 +----+(-l),1_1t,1_1)dt+ f1 

JO 7 JO 
d-Dt" 

■ [ln(l+t)]o = 
r r (-l)n n t —+-+••••+- 1 
2 3 n 

1 + t 
i t

n 

)dt 

+ (-1)nJ T~ Jo 1 +1 
dt <» 

ln(l+x) = x - —+ —H h^——— xn +(-l)n f' —dt (2) 
2 3 n Jo 1 + t 

b) V x> 0 ; on a : 

1 tn 

• Si n= 2 ; ln(l + x) = x—x2+ f  dt; 
o Joi + t 

2 x tn 

ln(l+x)-(x )= f  dt > 0 
0 J io 1 + t 

(x - — ) < ln(l + x). 

X2 x
3 .x .n 

• Si n= 3 ; ln(l+x) = x -—x2h -f  dt^> 
2 3 Jo l + t 

x2 x3 r* tn 

ln(l+ x) - ( x +— ) = - [  dt <00 
0 T, JO 1 4- t 

X X 
ln(l+ x) < x - — + — 

2 3 

x2 x2 x3 

Donc : (x ) < ln( 1+ x) < x + — 
2 2 3 

1 tn 

• Vxe]-1;0[; ln(l + x)-( x- —x2) = f  dt<0 
2 Jo 1 + t 

1 X 
(car x < 0) o ln(l + x) < x " 2 x 

x2 x3 rx tn 

• ln(l+x)-( x +—) = -  dt>Oo 
0 2 Jo l + t 

2 3 X X 
x - — + — < ln( 1+ x) Donc : 

2 3 

x2 x3 x2 

x + —< ln(l+x)<x . 
2 3 2 

c) Si x > 0 : On a : 

- — x2 <ln(l + x)-x<- — x2+J-x3 <» 
2 2 3 
1 ln(l + x) - x 1 1 ln(l + x) - x 1 

- - < —  S - - + - x hm —  = - - 2 2 3 x->o+ 2 x 
• Si x e ]-l ; 0[ ; 

--"-x2 +J-x3 < ln(l + x) - x < —!-x2 

2 3 2 
1 1 ln(l + x ) - x 1 
 1 X  r  <  

X 

2 3 x2 2 
ln(l + x ) - x 1 

? ""2' 
lim 

x^-0 

Donc lim 
x-m 

ln(l + x ) - x 1 
^ ""2' 

Partie B 

f (x) = x e ]0 ; +00 [ 
x 

f(0) = l 

La) limf(x) = lim + = 1 = f(0) ; 
x->0 x->0 ^ 

Donc f est continue en xq = 0. 
ln(l + x) 

b)limf(x)-f(0)
=1im- ^ 

-1 

x—>0 x—0 x—>0 X 
= lim 

x—>0 
ln(l + x)-x 

Donc f est dérivable en xq = 0 et fd'(O) = ~ 

2) u(x) = x - (x+l)lnx +1). 

a) u'(x) = 1 - [ln(l+ x) +(x + 1) x ] <0 
x + 1 

u'(x) = 1 - ln(l+x) -1 = -ln(l +x). 

• Tableau de variations 

1 

X 0 0 +00 

u'(x) + 0 

u (x) 

D'après le T.V de u on a : V x> -1 ; u(x) < 0 

b)VxE]-l ; 0[ xj ]0 ;+oo[ ; 
1 X 
 x x -Ix ln(l + x) ln(l + x) 

f'(xj= 2^   -=   « 
X X 

f _ x-(l+ x)ln(l+x) ^ f .(x) u(x) 

x2(l+x) x2(l+x) 

c) Tableau de variations de f 

x -1 +00 

f(x) - 

f(x)    . 0 

Partie C 

, , „ 1 ln(l + x) ^ 
g(x) = f(-) = x ; x + 0 

X X 

[g(0) = 0 

1 -L x 
La)  > 0 ; x e ]-oo ;-1[xj]0 ;+oo[ et g(0) = 0 

X 

Donc Dg = ] -00 ; -1[ xj[ 0 ; +oo[. 

ln(l + —) 

b) lim g(x) = lim  x . 
x->0+ x->0+ 1 
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Soit X = — ; x—>0+<=> X—>+oo d'où 
x 

lim g(x) = lim + X) = q = g(0) 
x—>0 X—>+co 

Donc g est continue en xq = 0. 

limgW-g<0) = iimX"1<~) 

x^0+ X - 0 x^0+ X 

1- ! A + x^ = lim m( ) = +oo 
x^o+ x 

Donc g est dérivable en xq = 0. 

c) Représentation graphique de ( C) 

2.a)g'(x)=—'(-) > 0 ; donc g est croissante sur Dg. 
" X" X 

b) Tableau de variations de g 

X -00 -1 o +00 

g'(x) + + 

gx) 

^+00 1 

0 

(C 

N 
(C) 

-1/2 0 
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3) ( C) : y = g(x) = xlnC^-^) : 
x 

On a : 
x = —x '— 1 

.y = y' 
;C'=a (C) 

y = (-x -1 ) ln(^—~~T" ) <^> y ' = -(x'+l)ln(^-)<^ 
-x -1 x +1 

y'=(x'+l)ln(^) 
x 

Donc h(x) = (x+1 ) ln(———). 
x 

g(-x-1 ) = (-X -1 ) InC1 X S = -(x +1) ln(^-) 
-x-1 x + 1 

/ im /x + 1n 
= (x + l)ln( )^> 

x 

h(x) = g(-x - 1). 
b) h'(x) = -g'(-x-l) < 0. 
Tableau de variations : 

X -oo -1 0 +oo 

h'(x) - / - 

h(x) 
1 

0 

+oo 

1 

c) On a : x' + iy' = -x + iy -1 <=> Z' = - Z -1 et 

c'est l'écriture complexe de a. 

M'=M<=>Z'=Z<=>Z = - Z -1 <»Z + Z=-1<» 

1 2x = -1 o x =— . 
2 

L'ensemble des points invariants para est la 

droite d'équation x = . et a est un 

antidéplacement d'après son écriture complexe. 

Donc a est la réflexion d'axe A d'équation : 

x= C' ) est l'image de ( C) par la 

symétrie orthogonale d'axe A: x = - —( Voir 

figure). 

4) Un = (1 +-)n+1 ; V n > 2. 
n 

a) D'après le T.V de g on a : 

V n > 2 ; g(x) < 1 et d'après celui de h on a : 

V n > 2; h(x) > 1 donc : 

V n > 2; g(x) < 1 < h(x) 

n ln(< 1 < (n +1) ln(^^) o 
n n 

, + m + b n ln( ) < Ine < (n + l)ln( ) o 
n n 

(l + -)n <e < (l +-)(n+l) <»Un <e< Vn 
n n 

e V 
b)Vn>2;Ona:l < < —^ o 

Ur U n n 

l .(n+l) 
(1 + -) 

l< — < ^  <»1< — <1 + 
u„ , 1 mi U„ n 

1 

(l + -)n 

n 

lim Un = e. 
n-^+oo 

c) (Un) est croissante et (VJ est décroissante 
d'une part et Un < e < Vn d'autre part donc (Un) et 

(Vn) sont adjacentes. 
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Sujet 2004 /Séries : C & TMGM / Session normale 

Exercice 1 

1) Figure illustrant les données et répondant à 
certaines questions : 

K 

D\ 

Ï-.LÎA 
\H>- 

A 

AB2 + BJ2 2. a) Comme : AJ 

Donc AJ = ID 

unique rotation ri qui : r : 

= AD2 +AI2 = ID2 

Or AJ ID d'où il existe une 

A h-> I 

J h-> D 

b) R(AJ) = R(AB + BJ) = R(AB) + R(BJ) = ÀD + ÏÂ = ID 

Donc (AJ ; ID) =-^ d'où l'angle de d est 

i) Méthode 1 : 

Le cercle de diamètre [AI] contient H cl Q ; 

Le cercle de diamètre [JD] contient H et Q ; 

Cela donne la position de Q car Q ^ H. 
ii) Méthode 2: 

Comme: ri (L) = A ; R(ÀL) = R(BJ) = BI = LA ; 

rio ri (L) = ri (A) = I; Or do ri est une rotation 

d'angle k de centre Q Donc Q est le milieu de 

[IL] c'es( -à-dire (Qe(IL). 
iii) Méthode 3: 

On a : ri = Sac o Sa <=> Sa = Sac o d, Or 

Sac o ri (A) = Sac (I)= L Donc A est la médiatrice 
de [AL], 

D'autre part : A // (DC) ; A coupe (AD) en 

bar {(A ; 2) ; (L ; 2)} = bar {(A ; 3) ; (D ; 1)} et 

A n (AC) = Q d'où Q = bar {(A ; 3) ; (C ; 1)} 

(a = 3 ; Y = 1 par exemple). 

3.a) Comme r, : Donc l'image du 

A i-> I 

B i-> A 

J ^ I 

L i-> K 

rectangle ABJL par ri est le rectangle IKDA. 

A h-> A 

B^D 

J ^ K 

L M» I 

image du rectangle ABJL par g est le rectangle ADKI. 

(JL) n(AC) = 0 

2(ÂC ; JL ) = 2(ÔC ;ÔJ ) = 

b) g est la réflexion Sac ; Org : Donc 

c) Comme 

Donc d est la rotation de centre O et d'angle - 
n 

Or, r, 

A h-> D 

B ^ A 

J^I 

L h-> K 

L'image du rectangle ABJL 

par r2 est le rectangle DAIK • 

Exercice 2 
1) Figure illustrant les données et répondant à 
certaines questions : 

x 

2.a) Comme : 

AE = AH = -AB = AC 
2 

n 
(AE ; AC) = ( AB ; AC) -n = - — 

Donc r(E) = C d'où l'image de la droite (EK) par r 
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est la perpendiculaire à (EK) passant par C qui est 
la droite (BC). 
b) Comme : le quadrilatère AIKJ a trois angles 

droit donc (AI) 1 (AJ) Or, r(A) = A d'où l'image 
de la droite (AI) par r est la droite (AJ), or : 

{I}= (EK) n (AI) et {J}= (BL) n (AJ) 
Donc r(I) = J. 

c) Comme : 

AC = — AB = AH 
2 

n 
(AC ; AH) = (AC ; AB) = -- 

Donc r(C ) = H , or Ce(BL) d'où l'image de la 

droite (BC) par r est la droite A perpendiculaire à 
(BC) passant par H. 

d) Comme {K}= (EK) n (BC) : 

Donc : {L}= (BC) n A. 

Puis BH = ^BE et (HE) || (EK) et B ; L ; K 

alignés d'où BL =^BK- 

—-3—• 3 
3) Comme BE = — B A donc le rapport de h est —. 

En plus : (AJ) //(EK) d'où h((AJ))= (EK) or 
h((BC)) = ((BC)) d'où h(J) = K. 
4) Comme r est une similitude directe et h est une 
similitude directe donc S est une similitude 
directe. 

71 
En plus le rapport de r est 1, son angle est - —, le 

3 
rapport de h est — son angle est 0 d'où le rapport 

de S est — et son angle est - —. 
2 2 

On a : S(I) = h o r ( I ) = h(J) = K; 

S(A) = h o r ( A ) = : d'où 

n 
(QI ; QK) = (QA ; QE) = - — donc Q appartient 

aux deux cercles de diamètres respectifs [AE] et 

[IK], 
5) L'ensemble des foyers des paraboles passant 

par : 

• A, de directrice (BC) est le cercle de centre A 
et de rayon AJ privé de J. 

• I, de directrice (BC) est le cercle de centre I et 
de rayon IK privé de K. 

Or AI < AJ + IK ( car AIJK est un carré) d'où les 

deux cercles ont deux points d'intersections Fi et 

F2 d'où il existe deux paraboles Pi et P2 de foyers 
Fi et F2 , de directrices (BC) solution du problème. 
Le foyer, le sommet et la directrice de la parabole 
(Pi') sont les images par S du foyer, du sommet et 
de la directrice de la parabole (Pi) en plus avec 
KEJ'K' un carré direct on a [J'K'] est la directrice 
de (Pù). 

Problème 
Partie A : 
La) n = 1 ; 

• Continuité de fi 

lim fAx) = lim(x(l + ln x)) = lim fx + xlnxl 
0 x—>0+ x—>0+ x—>0+ 

= 0 = fl(") 

Donc L est continue en xq = 0. 

• Dérivabilité de fi 

v fiW-f^o) lim = lim(l + In x) = -00 donc f 1 
x->o+ x — 0 x->0+ 

n'est pas dérivable à droite de xq = 0 et Ci admet 
une demi-tangente verticale au point d'abscisse 0. 

• n > 1 ; Continuité de fn 

lim I (x) = lim(xn + xn In x) = 0 = f (0) 
x->0+ x->0+ 

Donc fn est continue en xq = 0 à droite. 

• Dérivabilité de L 

lim = iim (x""1 + x""1 In x) = 0 
x->0+ x — 0 x->0+ 

donc fn est dérivable à droite de xq = 0. et Cn 
admet une demi-tangente horizontale au point 

d'abscisse 0. 

b) lim fn(x) =+00 ; f i(x) = 1(1 + Inx) + x — 
X—>+00 ^ 

= 2 + Inx. 

f i(x) = 0 <=> Inx = -2 <=> x = e"2. 

• Tableau de variations de L 

X 0 e"2 +00 

fr(x) 1 - 0 + 

fi (x) " +/- 

n > 1 ; f n(x) = nx""1! 1 + Inx) + xn( — ) 
x 

= x^Vnlnx + n + 1 ). 

f n(x) = 0 <=> x = 0 ou Inx =-(^,-'ù <^> 
n 

-(i+-) 
x = e 
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• Tableau de variations de fn 

X 
0 

-(i+3) 
e n +oo 

fn'(x) 0 0 + 

+00 

fn(x) """"""" -(i+3) 
fn(e n ) 

2) L'orc onnée d'un point d'abscisse x de Cn 
indépendante de n si et seulement si xn est 
indépendant de n ou 1 + Inx = 0 c'est-à-dire x= 0 

ou x = 1 ou x =- d'où Cn passe par trois points 
e 

fixes qui sont 0(0 ; 0) ; A(1 ; 1) ; E^e"1 ; 0). 

3) fn+1(x) - fn(x) = ( xn+1- xn)(l + Inx) 
= xn(x -1)(1 -i-lnx). 

Le tableau suivant donne la position relative 

X 0 e"1 1 +oo 

xn ) + + + 

X -1 - - 0 + 

1 + Inx - 0 + + 

f„+l(x) - f„(x) + - + 

P.relative ►P / p ' ^n+I ' x-'n ' p / p ^-n+l ' 
4) Tableau de correspondance 

Courbe Fonction 

(E) fi 

(F) f2 
(G) fa 

Partie B 

1) yn = fn(Xn) = Xn
n (1 + lnxn) = e'"^'! I - l - 

n 

= - e-(n+1,. 
n 

On a : Mn(xn ; yO où Xn = e n et y = - —e"(n +1) 

n 

-(1+3) 1 1 
Or x = e n <=>-1 — = Inx <=>- — = 1 + Inx et 

n n 

n 
I 

1 + Inx 
d'où y = (1 + lnx)e1" Inx 

-Inx 
= (1 + lnx)e1+lnx donc le 

point Mn appartient à une branche de courbe de la 

fonction cp(x) = ( 1 + Inx) e 
•Inx 

1 + Inx 

^. 11,1,1 2) On a : n + 1 > n ; < — ^> 1H <1-1— 
n+l n n+l n 

-(i + —-(i + -> 
e n+1 > e n : -(l + ^-)>-(l + -) 

n+l n 

Vn+i > Vn d'où ( Vn) est croissante. 

En plus, on a : -(1 + —) < 0 d'où Xn < e0 ; Xn < 1 
n 

Donc (Un) est majorée par 1. 

3) lim xn = e-" = 0; lim yn = 0 lim Mn = O • 
n—>-l-oo n—>+00 n—>+00 

4.a) Un = j fn (x)dx = j xn (1 + lnx)dx ; 

1 

On pose : 

U„ = 

u(x) = 1 +lnx u'(x) = 

V'(x) = xn v(x) = 
1 

n + l 

1 
xn+1(l +lnx) 

n + l 

1 

n + l 

n + l 

n+I 

n + l 

1 

-0- 

1 

1 

(n + l)2 

1 

-(n+l) 

(n + l)2 

.-(n+l) 
Un- , ^ 

n + l (n + l)" (n + l)" 

lim Un = 0 - Donc sur [e"1 ; 1] on a : 
n—>+oo 

lim Cn = (Ox) • 
n—>+oo 

b) VxEfe"1 ; 1] ; fn+i(x) - fn(x) < 0 o 

fn+l(x) < fn(x) O Un+1 < Un ^>(Un ) CSt 

décroissante. 

D'autre part, VxEfe"1 ; 1] ; 1 + Inx > 0 

fn(x) > 0 Un > 0. 

Comme : (Un) est positive et décroissante donc 
elle est convergente. 

Partie C 

- l 
1) lim g(x) = Oe0 = 0(0) = 0 = g(-) 

x^(-r e e 

Donc g est continue à gauche de - . 
e 

— In x 
lim g(x) = RI. On pose X = on a 

x-kV e 
X —> +oo ; X + Xlnx = -lnx 

-X 

1 + lnx 

In x = ■ 
1 + X 
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lim g(x) = lim 
x^(V x^+=0 

= lim 
X—>+00 

(1 )ex 

1 + X 

1 + X 

ex 

X 

1 

±+i 
vX 

= +00 • 

1 
Don g n'est pas continue, ni dérivable à droite en 

e 

Par contre g est dérivable à gauche en - car on a : 
e 

V p 
In x - In 

e 
g(x)-g(-) 

lim  = lim 
X^(-) Y ^ e A 

e 
x-K1-) 1 

X — 
v e y 

-In x 
il+ln y 

= Y (0)= 0 • 

D'où F admet une demi-tangente horizontale d'abscisse — . 
e 

La continuité de g à gauche de xq = - résulte de la 
e 

dérivabilité en ce point. 

2) lim g(x) = (l + lnx)e1 
-+1 

= (+oo)(e 1 ) = +oo ; 

limMï+lim A In x x —fcl (_ + )elnx 
X X 

= (0)(e-1) = 0 

Donc F a une branche parabolique de direction 

(Ox) lorsque x tend vers +oo. 

lim g(x) = lim 
x-»0+ x-»0+ (l + lnx)e1 

-+i 
= (-oo)(e ') = -oo 

D'où x= 0 est une asymptote verticale à F. 

-In x 
3) g'(x) =-Le1+lnx + (1+ Inx) 

x 

— (l + lnx)--(-lnx) 
X X  

1 1 
x x(l + lnx) 

V 
-Inx 

. 1+ln > 

(l + lnx)- 

Inx 
: 1 
x(l + lnx) 

-In x 
. 1+ln x 

-In x 
il+ln y 

- In x 
g'(x) = 00 Inx = 0<+>x=l;0rx>0et e1+lnx > 0 

D'où le tableau de signe suivant : 

X 0 e"1 1 +oo 
Inx i 0 + 

1 +lnx 1 + + 

g'(x) + - + 

4) Tableau de variations de g 

- In x 

x 0 e"1 1 +oo 

g'(x) i + 

+
 

O
 1 

g(x) 

Il 0 

1 / 
:: -00 

ii +oo +oo 

• 
y 

Re pré .sente 
\ 

itio n; p'a 3h qu e de F 

\ 
\ 
> 

fr, 

c / 
r X 

/ 

r 

5.a) fn(x) = g(x) 0(1+ Inx) (xn - e1+lnx ) = 0 <=> 
- In x 

1 + Inx = 0 ou xn = e1+lnx)<=> 

x = e"1 ou nlnx : 
-In x 

1 + lnx 

nlnx = —o(lnx)( n + 
1 + lnx 

Inx = 0 ou n + 

1 

1 + lnx 
) = 0 <=> 

1 

1 + lnx 
0 <=> 
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1 -d+i) 
x = 1 ou Inx =-( 1+ —) o x =e n ; Or 

n 

fnte1) = 0 ; fn(l) = 1 ; = —e-(n+n ; 
n 

Finalement on a : 

rnCn={( e"1; 0) ; (1; 1);( e^; —e-(n+n)}. 
n 

b) Le troisième point est le point Mn de la partie B 
* 2 

• si n = 1, alors l'abscisse de Mn est e"" et Mn^F 
3 

• n = 2 alors, abscisse de Mn est e 2 et Mn eF. 
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Sujet 2004 /Séries : C & TMGM / Session complémentaire 

Exercice 1 

'3-2^ V '3-3 ^ ro r 

La) ÀD 2 + 3 = 5 ;DB -5-2 = -7 

.3-1, v0-3 7 v-3. 

^3-2' ri x 

CD 2-5 = - 3 

v3 + 4 7 

b) CD • AD = (1)(1) + (-3)(5) + (7X2) = 1 -15 +14 = 0 

CD • DB = (1)(0) + (-3)(-7) + (7)(-3) = 21-21 = 0 

Or AD et DB ne sont pas eolinéaires : 

(car qui : x— ^ 0 )et sont dans le plan (ABD) 

donc la droite (CD) est orthogonale au plan 
(ABD). 

2.a) Comme (CD) 1 plan (ABD) (AB) 1 (CD), 

Or (AB) 1 (CH) d'où (AB) Iplan (CDH). 

b) Un vecteur normal du plan (CDH) est : 

^l'équation de (CDH) est : 

x -2y - z + d = 0;dEE ; Or Ce(CDH) d'où 

2-10 + 4 + d = 0^>d = 4^> l'équation 
de(CDH) est : x -2y - z + 4 = 0. 
Un vecteur directeur de la droite (AB) est : 

Zi A 

'3-2^ ri r 

AB -5 + 3 = -2 

vO-1 7 v-1. 

AB 

1 

-2 

v-ly 

(AB): 

et Ae(AB) d'où l'équation de (AB) est : 

x = 2 +1 

y = -3-2t ; t g M. 

z = 1- t 

c) {H}= (DH) n (AB) donc, avec t le paramètre 

de H, on a : 2 + t -2(3-2t) -(1 -t) + 4 = 0 

11 . o 11 1 0 H 2 t = — douxH=2 — = — ;yH=-3H— = —; 
6 H 6 6 3 3 

, 11 17 
Zu = 1 +— =  

3.a) AB : 

CD 

AB 

CD 

V(l)2+(-2)2+(-l)2 =yf6 

:V(l)2+(-3)2+(+7)2 =759 

DH 

'-17^ 
— J 
6 16 

2 2 
-4 

 Z 
3 3 

17 . -1 

o\
 |

 1 L 

v 6 y 

DH = DH 
^289 + 64 + 1 V354 

V= -(- x AB x DH) x CD = — V6 x 59 x 354 
3 2 36 

b) v = ~ (~ x AB x CH) x dis tan ce(D, plan( ABC)) 

(car (CH) 1(AB)) 

distance (D, plan (ABC)) = 
6V 

ABxCH 
Or, 

CH 

f1 2' 
r-nr 

 Z 
6 6 

7-5 
3 

-13 

3 
17 , — + 4 

V 6 ; 

41 

v 6 y 

et 

CH = 
^(-l l)2 + (-26)2 + (41)2 ^/2478 

distance (D, plan (ABC)) est égale à ■ 

Exercice 2 
La) Figure illustrant les données et répondant à 
certaines questions : 

s ■(oXC^S'(F) 

(G) 
A 

D 
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b) D = bar {(A; -1); (B ; -2); (C; 2)}<» 

AD = +2ÂB - 2ÀC o 

-DA - 2DB + 2DC = Ô <»-DA + 2BC = Ô 

<» DA et BC sont colinéaires d'où 

(BC) // (AD). 

c) BA • BD = BA(BA - 2BC) = 

B A2 - 2B A x BC cos — = a2 - a2 = 0 
3 

ABD est rec tan gle en B • 

2. a) f(A) = -0 -2AB2 +2AC2 = -2a2 + 2a2 = 0 
b) f(M) est un scalaire de Leibniz avec : 

D = bar {(A ; -1) ; (B ; -2); (C; 2)}<» 
f(M) = (-1 -2 + 2)MD2 + f(D) = -MD2 + f(D). 

Comme : D = bar {(A ; -1) ; (B ; -2); (C; 2)}<=> 

r/r^ 2AB2 - 2AC2 - 4BC2 , , 
f(D) =  = 4a- 

-1 

f (M) = -MD2 +4a2- 

c) f(M) = 00 MD = 2a = DA donc (F) est le 

cercle de centre D passant par A. 

3.a) g(M) = a2 o 2MA • DB = 0 o MA - DB = 0 

D'où ( G) est la perpendiculaire à (BD) passant 
par A qui est la droite (AB). 

b) Comme Ee(F) o DE = DA , Or (DB) 1(AE) 
( car E e(G)) Donc (DB) est la médiatrice de [AE], Or 

(DB ; DA) = (DB ; BC) = (BD ; BC) + tt 

K K  ■  • K 
= + tt o (DE ; DA) = - 

2 3 3 

o le triangle ADE est équilatéral • 

c) Comme Ee(G) et (BD) -L(AB) et Ee(F) donc B 
est le milieu de [EA], Or, BA = BC = d'où 
BA = BC = BE donc le triangle ACE est rectangle 
en C. 
4.a) L'angle de S est : 

(ÀB ; ÀD) = (ÀB ; CB) = (BA ; BC) = -| 

b) Comme : S : 

c) Comme : S" : 

J ^ AD 2BC „ 
Le rapport de S est :  = = 2. 

AB BC 

A h-> A 

B o D cl ABC est équilatéral 

CoC 

direct d'où ADC est équilatéral direct. 
Or, ADE est équilatéral direct, Donc C = E. 

A h-> A 

D o B o 

E o C 

F' = S"1 ((F)) est le cercle decentre B passant par A, 

et G' = S"1 ((G)) est la droite(AC). 

Problème 
Partie I 
La) Etude de variations de f 

• Df = ]-oo ; +00[ ; 

• Imites aux bornes de Df 

lim f (x) = -oo - 0 = -oo ; 

lim f (x) = lim x(l-(—)e_ ) 
x 

= (+oo)(—oo) = —oo 

• Dérivée de f 
f(x)=l-ex"1; f (x) = 0 <» x - 1 = In 1= 0 

x = I. 

• Tableau de variations 

X -oo 1 +oo 

f(x) + 0 

r 0 
f(x) 

-oo -oo 

b) lim (f (x) - x) = - lim (ex ) = 0 A 
x—>-oo x—>-oo 

est une asymptote à ( C), elle est au dessous de A. 
c) Représentation graphique de ( C). 
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y 

/ 

/ 
f = x / 
/ 

/ / 

/ / 
- 1 X 

( c J , / 
£ / y = J : -J 

P 
-1' 

y 
\ 

/ 

/ 
/ 

/ 
/ 

/ 

-e- / 

2.a) f(x) - y = x- ex"1-x + 3 = - e""1 + 3 = 00 

x - 1 = ln3 o x = 1 + ln3. 

X +oo 1 + ln3 +oo 

f(x) - X + 0 - 

P. relative C/A, • A, /C 

/•l+ln 3 /-l+lni ! 
b) A = (f (x) - y)dx = (-ex + 3)dx 

r , -|l+ln3 
= [0+1x1 

= [-3 + 3 + 31n3]-[-l + 3] 

= 31n3 -2 • 

Partie II 

1) Comme: - —(1 + i) e C* \|l}donc S est une 

similitude directe de centre le point d'affixe : 

2 4 2 
—^ = r—= -(3-i);0r 
1 + —(1 + i) 3 + 1 5 

2 

1 1 - -72 i(--+ Jl 
— (l + i) = —(72e4) = —e4 =—, 

-i(^ 

d ' où le rapport de S est : et son angle est : - ^ (26) • 

<^x'+y' = -x + 2o 

2) Z' = -^(l + i)Z + 2<o 

x'+iy' = -i(l + i)(x+iy) + 2 

= - ^ (x + iy + ix - y) + 2) o 

1 1 
x = — x + —y + 2 

2 2 

, 1 1 
y =--x — y 

2 2 

x = 2 - xyOr 2y' = -x-y d'où 

y = -x - 2y ' = -2 + x '+ y 2y ' o y = -2 + x y ' 

x = 2 -x' -y' 

y =-2 +x' -y' 

3) S((Ao)) a pour équation : 2 - x - y' = 1 qui est 
y' = 1 - x' ou y= -x +1 ; 

S((Ai)) a pour équation: -2 + x' - y' = 2- x' -y'-3 

, 1 1 
qui est x = — ou x = —. 

2 2 

4.a) M(x ; y) e ( C) <=> y = x - ex"'o 
-2 + x' - y'= 2 -x' -y'- e1^ ~y d'où : 
e1^ "y = 4 -2x' Donc 4 -2x'> 0 d'où : 

1 - x' - y' = ln(4 - 2x') donc x'< 2 et 

y' = 1 - x' -ln(4 -2x') d'où x' < 2 et M' eF. 

b) M'(x'; y')E F o y' = 1 -x' -ln(4 - 2x') o 

Donc on a : ■ 
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- — x- — y = l + — x- — y-2 - ln(4 + x - y - 4) : 
2 2 2 2 

ln(x - y) = x -1 d'où x - y = e*-1 y = x - e 

Donc M(x ; y) e (C) et S(M = M'- 

c) D'après l'étude faite en 4.a) et 4 .b) on a : S(C)=r. 

Partie III 

1) lim g(x) = +oo - oo(F.I) ;Soit X = 4 - 2x 
X—>-oo 

X l—^ +oo 

1 alors 
x = 2 — X 

2 

-i 

lim g(x) = lim 

= lim 
X—>+00 

• lim g(x) = +oo 
x—>2 

-1 + —X-lnX 
2 

-l + xd-1^) 
2 X 

g'(x) = -l-(^^) = -l+ 2 

= +oo 

2x - 2 

4- 2x 4 - 2x 4- 2x 

• Tableau de variations de g 

X -oo 1 2 

g'(x) l 

o
 

+
 

g(x) 

+00 0 +00 

2) h'(x) = 2 - e*"1 + —— = 2 - e*-1 - 1 

4 - 2x 

= 2 - e*-1 + 

2- x 

1 

x - 2 

h"(x) = -exl + ( —) = -exl l— 
(x - 2)2 (x - 2) 

3.a) Comme : Vxe]-oo ; 2[ ; h"(x) < 0 

h' est strictement décroissante sur ]-oo ; 2[. 
h'(l) = 2-1 -1=0. 
r) Tableau de variations de h 

x -oo a 1 3 2 

h'(x) + 0 

h(x) 

-oo 

w ln2\^^ 

-a 

lim h(x) = lim (f - g) = -oo - oo = -oo ; 
C—>-00 X—>-00 

lim h(x) = lim (f - g) = f (2) - oo 
x—>2 x—>2 

h(l) = f(l)-g(l) = ln2. 

= -oo; 
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Sujet 2003 /Séries : C & TMGM / Session normale 

Exercice 1 

1) f est la fonction définie par : f(x) 
Inx 

Df = ] 1 ; +oo[ ; 

• Limites aux bornes : 
limf(x) = +oo; limf(x)=0; 
x->I+ x->+=c 
x = 1 est AV et y = 0 est AH. 

• Dérivée et sens de variation 

1 

f (x) = r" = 7 > 0 Vxe] 1 ; +oo[ 
(Inx) x(lnx)2 

• Tableau de variations 

X 1 +00 

f'(x) - 

f (X)    0 

2.a) V t > 1 ; 0 < Int (1) On pose : 

cp(t) = t - 1 - Int pour t> 1 ; 

cp'(t) = 1 -- =-—- > 0 ; pour tout t > 1 d'où le 

tableau de variations de cp : 

t 1 +00 

cp'(t) + 

cp(t) 
0  ' ^ 

Donc V t > 1 ; cp (t) > 0 d'où Int < t - 1 (2) ; 

De (1) et (2) on trouve : V t > 1 ; 0 < Int < t - 1. 
D'après la double inégalité précédente on a : 

d'une part et d'autre part en 
1 1 

i- >—7 ^ In t t -1 
intégrant sur l'intervalle : [x ; 2x] tel que x > 1 on 

("2x 1 rZx 1 
obtient : —-dt >  dt ; d'où 

Jx Int Jx t-1 

2x \ 

g2 (x) > [ln(t - l)]2
x

x <» g2 (x) > In 
2x -1 

x — 1 
pzx /•nx 

b) On peut écrire g (x)= f(t)dt+ f(t)dt ; 
^ Jx J2x 

/•nx 
d'où gn (x) = g, (x) + f f (t)dt ; Vn > 2. 

J2x 
Or f est positive et puisque nx > 2x Vn > 2 ; on a 

/• nx 
alors: f(t)dt> 0 d'où Vn > 2 ; gn(x) > g2(x). 

J2x ^ ^ 

On a : g0 (x) > In ——^ <» lim g0 (x) > lim In ——^ 
X -1 x^l+ " x^l+ X - 1 

Or lim In ——- = +oo ; d'où lim g0 (x) = + oo. 
x->l+ X -1 x—^1+ " 

3.a) f étant décroissante sur tout intervalle de son 
Df, en particulier sur [x ; 2x] tel que x > 1 et n >2 ; 

On a donc VtE[x ; nx] : 

1 <f(t)< 1 

ln(nx) 

1 

ln(x) 
; en int égrant on a 

/•nx l rrix fn 
[  dt < [ f (t)dt < [ 
Jx ln(nx) Jx Jx ln(x) 

-dt 

1 rnx 1 rnx 

 f dt<gn(t)< f dt 
nvtJx &n ln(x)Jx 

ln(nx) 

—[tr<gn(t)<Z_r,r d.où 

ln(nx)L Jx n ln(x)L Jx 

(n-l)x / ,, (n-l)x 
  —<s (t)<-  
ln(nx) n ln(x) 

b) Comme lim ——= +00 alors 
x^+oc ln(nx) 

lim gn (x) = +00 ; Puis 
X—>-1-00 

(n-l)x 

ln(nx) n-1 
lim —-—— = km = 0 et 

x 

(n-l)x 

ln(nx) 

x^+=c x x^+=o ln(x) 

I , V n r ên(X) 1- ên(X) r\ 
d ou 0 < lim — < 0 lim — = 0. 

X—>+00 ^ x—>+00 ^ 
/•nx 

4.a) gn(x) = f f (t)dt g'n(x) = nf(nx)- f(x)i 
Jx 

1 
g'n(x) = n 

1 

g'n(x) 

ln(nx) In x 

nln(x) - ln(nx) 

; alors Vx > 1; 

ln(nx)ln(x) 

Soit g'n(x) = 0 nln(x) -ln(nx) = 0 ; x > 1 

ln(x)n = ln(nx) xn = nx ; x > 1 x""1 = n^> 

x = n\/n .Posons Xn = n"-1 et yn = gn( n"-1 ) ; alors 

d'après 3.a) on obtient un encadrement de yn qui 
donne après calcul : 
b) En utilisant la relation ( 1) on a : 

Annales du Baccalauréat National Mathématiques / Séries ; C & TMGM IPN/Mr/2012-2013 160 



-n+2 1 
(n -1)2 n < ^ (n- O'n"-' 

ln(n) "yn " ln(n) 

• Tableau de variations 

X 1 Xn +00 

gn (X) - 0 + 

g'n(x) 

+OCI 

Yn 

+00 

b) Le point Q2 de (C2) en lequel la tangente à (C2) 
est parallèle à l'axe des abscisses et de 
coordonnées : X2 = 2 et d'ordonnée y2 qui vérifie : 

1 2 
 < y , < ; On peut prendre la valeur 
ln(2) " ln(2) 

1 3 , . . 
moyenne — x  comme valeur approximative 

2 ln(2) 

de cette ordonnée ce qui donne : 

1 3 1 30 „ c y2 «-X « - X = 2,5. 
2 ln(2) 2 6 

• L'allure de C2 

\ 

\ 

\ 

Q, 

2 
Exercice 2 

n 1 1 
La) W = V — ; On pose cp(x) = — ; x > 0 ; cp est 

p=lP x 

décroissante sur [p ; p+1] où p e N*. 

Donc V p e N* ; cp(p+l) < cp(t) < cp(p) en intégrant 

1 rp+i rp+i 1 rp+i 
on trouve :   dt < cp(t)dt < — dt 

p + lJp •'p p •'p 

d'où V pE N* ; ^ < ln(p + l) -Inp < — 
p + 1 p 

(1) 

— < ln(2) - In 1 < 1 
2 

- < ln(3) - In 2 < - 
3 2 

—^<ln(n + l)-lnn<- 
n + 1 n 

En additionnant membre à membre on trouve : 
n+1 1 n 1 
jr-<ln(n + l)<X- ; 
p-2 P p-l P 

On peut écrire : 

-1 + V— H—î—< ln(n+ 1) < V—d'où 
p=2 P n + 1 p 

-1 +Wn+ ^—< ln(n+l) <Wn. 
n + 1 

On a d'une part: ln(n+l) < Wn ; 

et d'autre part --1 + Wn + ^ < ln(n+l)d'où 
n + 1 

W^n H—-— < 1+ ln(n+l); Or Wn< WnH ^—=> 
n+1 n+1 

Wn < 1 + ln(n+l) ; 

Donc:V pE N* • ln(n+l) < Wn<l+ ln(n+l) (2) 

D'après (2) et puisque lim ln(n +1) = +00 
n—>+00 

on en déduit que : lim Wn = +00. 
n—>+00 

2.a) On a : 0 < x < 1 => e0 < ex < e1 d'où 1 < ex => 

2<l+ex=>—> —-— ; D'autre part : 1 < ex => 
2 l + ex 

, x , x 1 1 1 e"x 

1 + e < 2 e  > => >—. 
l + ex 2ex l + ex 2 

Donc Vx e[0 ; 1] ; (3) 
L 1 + C Z 

b) Nous avons : 

-1 r 

n 
^-(n+l)x ^-nx ^-nx c e e 

On a :  < <  

1 -e +e 
0 

-n , .0 l_e n 
=Vn 

n n 

l + ex 
en intégrant on 

obtient r-V , <U„ <-V, 
2 

n+1 n 2 'n 
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c) De b) on a — lim Vn+1 < lim Un < — lim Vn. 
2 n—>+co n—>+co ^ n—>+co 

1 - e"n 

et puisque lim Vn = lim = 0 on en déduit 
n—>+00 n—>+oo j-j 

que lim Un = 0. D'autre part on a : 
n—>+oo 

— lim nVn+1 < lim nUn < — lim nVn ; et puisque 
2 n—>+go n^+co ^ n—>+co 

lim nVn = lim (1 - e~n ) = 1 et 
n—>+oo n—>+oo 

lim nVn+1 = lim n (1 - c 11 1 ) = 1 
n^+co n^+co -J- J 

Alors lim nU„ = — • 
n—>+co ^ 

3.a) En remarquant que : Vp>0^>p>l^> 

1 e p 

— < 1 — < e p on peut écrire :V p > 0 ; 
P P 

n ^-p n n 
—<X e~p ; Or X6 P est somine d68 n 

P=I P P=I P=I 
premiers termes d'une suite géométrique de 1er 

terme e"1 et de raison e"1. 

D'où : p = e 1 
-1 \n -1 -(n+1) 

l-Ce-1)" e 

p=l 1-e"1 1-e"1 1-e"1 

1 e"(n+1) 1 
< 

e-1 1-e e-1 
n g-P 1 

Donc 0<y < . 
P e-1 P=I P 

l-e~n 

b) On a : Vn =  etTn=y>p ; 
n 

n J n 

P=I 

Tn = ZvP = Z--Z— ;d,où 

p.i p.iP p.i P 

n e"p 

Tn = Wn - V — de la relation précédente 
P=I P 

et comme lim Wn = +oo on en déduit que : 
n->+oo 

lim Tn = +oo. 
n->+oo 
D'après 3.a) En multipliant dans (3) par -1 on obtient : 

1 n 

 <-T  < 0 ; d'où 
-i ér P e-t — p 

1 n e_p 

w,, -V — ^w,, n -| n / j n 
e-1 r? P 

W < T < W => n , — n — n 
e-1 

W„ 1 
< 

W„ 

ln(n) (e-l)ln(n) ln(n) ln(n) 

En utilisant (2) : V ne N* ; 

ln(n+l) < Wn < 1 + ln(n+l) 

ln(n + l)< Wn < 1 ln(n + l) 

ln(n +1) 

ln(n) 

1 ; d'après le théorème des 

ln(n) ln(n) ln(n) ln(n) 

ln(n + l) W . 1 
lim < lim —2- < lim (  

ln(n) n^lx ln(n) ln(n) 

W 
D'où lim —— 

n^+x ln(n) 

Gendarmes. 

c)OnaSn =XU,M ^v.-, SU. <ivn ;d' 
P=1 ^ ^ 

1 n+^ n | n 
-yv <yu <-yvD rs P P rs Z-^ P 
^ p-2 p=I ^ p=l 

)• 

OU 

n+1 

lT. 
P-2 

y n+1 V1 SS.AT.;: 

^T„+1 ^Sn <^Tn,Or limTn =+oo 
2 2 x^=0 

On en déduit que lim Sn = +oo • 

Problème 
Partie A 
La) Figure illustrant 
les données : 

2.a) Le triangle P'CB 

est directe rectangle 

isocèle en P' donc 

(P'C ; P7B) = |[27r] 

P'C = P'B 

p'-b 

P'-c 
= e 2 

p '- b = i(p '- c) (1 - i)p ' = b - ic p ' = 
b-ic 

1-i ' 
De façon analogue en utilisant les triangles Q'AC 
et R'BA on obtient : 

, c-ia , a-ib 
q =   et r = 

1-i 1-i 
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, , , , , b - ic c - ia a - ib 
b) p + q + r = ——— + ——7- +—— 

l-i l-i l-i 

(l-i)(a + b + c) 

1-i 
= a + b + c. 

Le centre de gravité du triangle ABC a pour affixe 

a + b + c 
le nombre  , 

3 
Le centre de gravité du triangle P'Q'R'a pour 

affixe le nombre P +(1 +r 

3 
Puisque a + b + c = p' + q' + r', 
alors les triangles ABC et P'Q'R'ont même 

centre de gravité G d'affixe g = —• 

3) Le triangle CBP est direct rectangle isocèle en C 

donc :< 
(CB ; CP) = ^[27r] p-c i" 

2 J L = e 2 

b -c 
CB = CP 

p - c = i(b - c) p = ib + (1 - i)c. 

• De façon analogue en utilisant les triangles 
ACQ et BAR rectangles et isocèles 
respectivement en A et B on obtient : 

q = ic + (l-i)a ; r = ia +(1 - i)b. 
Le centre de gravité du triangle PQR a pour affixe 

p + q +r 
le nombre     et on a : 

3 

p + q + r _ ib + (1 - i)c + (1 - i)a + ia + (1 - i)b 

3 ~ 3 

_ a + b + c 

~ 3 ' 
Donc les triangles ABC et PQR ont même centre 
de gravité G. 

Partie B 

La) Le triangle CQA estdirect rectangle isocèle en A 

D'où 

(CQ; CA) = ^[27r] 
4 

CA 1 

CQ V2 

Donc la similitude directe Sj de centre C 

71 
Transforme Q en A, elle a pour angle —et de 

rapport —, on obtient : 
V2 

(CB; CP) = ~[27r] 

CP' 

CB 

1 

^>S1(B) = P'. 

• De façon analogue en utilisant le triangle 
AQ'Q direct rectangle isocèle en A on obtient : 

TC, 
(AQ'; AQ) = -[27r] 

AQ 

AQ' 
= VI 

Donc le rapport de la similitude S 2 de centre A 

transformant Q en Q' est -Jl et son angle est —. 
4 

On a 

(AR'; AB) = ^[27r] 

AB 
= VI 

S2(R') = B 

AR' 

2.a) La composée (a = Si o S2 ) de deux 
similitudes est une similitude dont le rapport est le 
produit des deux rapports et d'angle la sommes 
des deux angles. 
Comme le rapport issu des deux rapport est égal à 

1 ; donc a est un déplacement, mais comme son 

71 
angle est —, on en déduit qu'il s'agit d'une 

rotation d'angle —. 

$2 Sj 

b) On a :Q'—>Q—> A 

R'—>B—>P' 

a 

Q' —> A 

R' —> P' 

et comme a est une rotation d'angle —, alors 

P'A = R'Q' 

(R'Q ; P'A) = ~[2^] 

c) En utilisant les affixes on a : 

b-ic (l-i)a-b + ic 
a  

a-p _ 1-i 1-i 

q r ' c - ia a - ib c - ia - a + ib 

1-i 1-i 1-i 
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a-p'_ (l-i)a-b + ic _ (l-i)a-b + ic 

q'-r' -(l + i)a+ib + c -i[(l-i)a-b + ic] 

P'A = R'Q' 

K . 
a-p' _ ! 

q -r i (R'Q'; P'A) = -[27r] 

d) On peut en déduire les relations suivantes : 

R'B = Q'P' Q'C = P'R' 

(Q'P';R'B) = ^[27r] " 1 (P'R';Q'C) = ^[27r]. 

3.a) Comme P'A = R'Q' ; alors le point A 
appartient au cercle de centre P' et de rayon R'Q' 

et comme (R'Q' ; P'A) = —[271:], alors le point A 

appartient a une demi-droite passant par P' et 

perpendiculaire à (R'Q'). 
L'intersection d'un cercle et une demi-droite dont 

l'origine est le centre de ce cercle est unique d'où 
l'unicité du point A. 

et< n, 

Q' 

A 

R' 

R 

b) Pour construire les points B et C à partir des points 
A ; P' ; Q" et R' : 
On remarque que le triangle AR'B est direct rectangle 
isocèle en R' d'où B est l'image de A par la rotation de 

71 
centre R' et d'angle . 

2 
Aussi le triangle ACQ' est direct rectangle isocèle en 
Q' d'où C est l'image de A par la rotation de centre Q' 

n 

2' 
et d'angle 

c) Etant donné : 

• l'existence et l'unicité de A à partir des points 
P' ; Q' et R' ; 

• l'existence et l'unicité des points B et C à 
partir des points A ; P' ; Q' et R', 

on en déduit l'existence et l'unicité du triangle 
ABC solution du problème à partir d'un triangle 
P'Q'R' donné. 
Partie C 
1) Figure illustrant les données et répondant à 
certaines questions. 

  

2.a) On considère la rotation r(G ; — ) où G est le 

centre de gravité du triangle ABC. 
ABC est équilatéral donc r(B) = C et r(C)= A. 

Posons P"= r(P') ; la rotation «oA 

transforme le triangle BP'C direct isocèle 
rectangle en P' en un triangle CP"A direct isocèle 
rectangle en P". 
Puisque CQ'A est un triangle direct isocèle 
rectangle en Q', alors P" coïncide avec Q' d'où 

r(P') = Q'. 
De la même façon on démontre que r(Q') = R'. 

Q'C = Q'A 

(Q'C; Q^) = -^[27r] 61 

R'A = R'B 

(R'A;R'B) = --f27rl 
2 J 

avec C—>Ar(Q') = R' 

A—>B 
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b) Les deux triangles BPC et CQA sont 
isométriques de même sens avec r(B) = C et 
r(C) = A, alors r(P) = Q. 
De même, les deux triangles CQA et ARB sont 
isométriques de même sens avec r(C) = A et 
r(A) = B, alors r(Q) = R. 

c) On montre facilement que : r(R') = P'et r(R) =P 
donc : 

2tz 
1(0 ; T' 

P' —> Q' 

Q' —> R' 

R ' —> P' 

2tz 
r(G ; T, 

P —> Q 

Q^R 

R —> P 

Chacun des deux triangles P'Q'R' et PQR est 

globalement invariant par r(G ; ^ ) 

dont le centre est leur centre de gravité ; donc ces 

triangles sont équilatéraux. 
3.a) Calcul de GP' : Soit A' le milieu de [BC] ; 
puisque P'B = P'C alors P' et un point de la 
médiatrice de [BC] donc les points G ; A' ; P' sont 

alignés et A' e[GP'] donc : 

GP' =GA'+A'P' = -AA' +A'B=-x— a+-a 
3 3 2 2 

GP' = ( — + — )a = ( — 
6 2 6 

)a. 

• Caractérisation de ai 

La similitude ai de centre G transforme 
(B ; C ; A) en (P' ; Q' ; R') ; 

a, 

G^G 

B —> P' 

C —> Q' 

A —> R' 

le rapport de aj est kj = 
GP' 

GB 

3 + y/3 

kl = 

2 

1 + V3 

2 
— x^a 
3 2 

3 + V3 

2^3 

L'angle 0; de aj est : 

K 
0! = (GB ; GP) = (GB ; GA) = 

b) Calcul de GP: D'après le théorème de la 
médiane et puisque P' est le milieu de [BP] on a : 

2GP'2= GP2 + GB2- — 

GP = 2x 

GP2 = 

2 

a
2 

l 6 y l3 J 
a2 + 

2a2 

4 + V3 4 + V3 
GP = a 

• Caractérisation de a2 

La similitude directe a2 de centre G transforme 
(B ; C ; A) en (P ; Q ; R) ; 

^2 

G^G 

B —> P • le rapport de a2 est 

C —> Q 

A —> R 

14 + y/3 4 + V3 

k, = =  jL— = V ri d'où 
- GB 2 y/3 fT 

x — a . - 
3 2 V3 

k2=y]4 + y/3- 

• L'angle 02 de c2 est: 02 = (GB ; GP); 

cos(GB ; GP) = 
GB2 + GP2 - BP2 

COS Wo = ■ 
GB2 +GP2 - BP2 

GB.GP 

GB.GP 

donc 

d'où 

COS Oo = 

COS Oa = 

1 2 , 4 + %/3 2 o 2 
— a H a - 2a 
3 3 

1 a 4 + ^a 

-l + x/3 

VÂk/Î 
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c) Aires des triangles PQR et P'Q'R' en fonction 
de celle du triangle ABC : 

• Puisque la similitude directe ci de rapport 

i+Vb 
ki = —-— transforme le triangle ABC en 

P'Q'R' ; alors : 

Aire (P'Q'R') = (—^-)2 Aire (ABC) 

• Puisque la similitude directe C2 de rapport 

k2 = ^4 +V3 transforme le triangle ABC en 

PQR ; alors : 

Aire (PQR) = (^4 + ^3)2 Aire (ABC) 

D'où : Aire (PQR) =(4 + ^3) Aire (ABC) 

4) f = ai o r; c'est la composée de deux similitude 
directe qui est une similitude directe. 

• ci et r ont même centre G donc c'est le centre 
de f. 

• Rapport de f c'et celui de ai, donc il est égal à 

1 + a/3 

2 

• L'angle 0 de f est la somme des angles de ci et 

, „ n 2n r, donc 0 = —l = n. 
3 3 

On n'en déduit donc, que f est l'homothétie de 

^ ^ . -1-V3 centre G et de rapport k = —-—. 

On peut utiliser le schéma suivant pour déterminer 
les images par f des points demandés : 

r a f 

A —> B —> P' A —> P' 
donc 

B —>C -^Q' B^Q' 

C —> A —> R' C —> R' 

/- . fT\2 

Aire (P'Q'R') = 
-1-V3 

x Aire(ABC) 

= (2 + Vs) x Aire(ABC). 

On peut remarquer que : 

• Pour une autre raison ( P' ; Q' ; R') est un 
triangle équilatéral. 

G ; A ; P' sont alignés 

G ; B ; Q' sont alignés 

G ; C; R' sont alignés 

(AB) // (P'Q'); (BC) // (Q'R'); (AC) // 
(P'R') car les triangles ABC et P'Q'R' sont 
homothétiques. 
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Sujet 2003/ Séries : C et TMGM / Session complémentaire 

_ 5(x + iy) + (x-iy) 
Exercice 1 

1) Z2 - (4cost)Z + 4 + 5sin2t = 0 où t e[ 0 ; tt]. 

A = (4cost)2 - 4(4 + 5sin2t ) = 16cos2t - 16 - 20sin2t 
= 16( cos2t - 1) - 20sin2t = -36 sin2t = (ôisint)2. 

Les solutions de Léquation ( E) sont : 

^ 4cost + ôisint _ . 
Z, = = 2cost-i-3isint. 

4cost-ôisint , o- • , 
Z, = = 2 cos t - 3i sin t. 

2.a) Mi(x ; y) et JVL (x ; y) les affixes de Z; et Z2 resp. 

rx = 2cost r , 
Alors < ; t g 0 ; 7t •G> 

ly = 3sint 

x 
— = cos t 
2 

y 
— = sin t 

; t g [0 ; 7t] <=> 

— = cos t 
2 

^-r = sin21 
3 

; t g [0 ; 7t] <=> 
2 2 

^ + ^ = 1 
2 3 

Donc lorsque t décrit g[ 0 ; 7t] le point Ml décrit 

une branche T1 (d'ordonnées positives) de Eellipse 
2 2 x y 

F d'équation cartésienne : —- + — = 1. 
2 3 

Comme Z2 = Zi ; alors M2 est le symétrique de 

Mi par rapport à l'axe des abssisses, d'où M2 

décrit l'autre branche r2 de l'éllipse F. 

b) Eléments caractéristiques de F dans le repère : 

(O ; u ; v). 

t- • - • x2 y2 1 • Equations cartésienne : — + — = 1 
2 3 

• Centre 0(0 ; 0). 
• Sommets:A(2 ; 0) ; A'(-2 ; 0) ; B(0 ; 3) ; B'(-3 ; 0), 
• Axe focal : (Oy) 

• Foyers : F(0 ; sfE ) ; F'(0 ; - Vô ) 

• Excentricité : e = 
3 

3.a) f est l'application définie par : 

f : ZM x:y) z'M(x :y ) telle que : Z' = 

A partir de l'expression de f on a : 

5Z + Z 

x' + iy' = 

x' = lx 

2 

d'où 

y y 

b) D'après 3.a) on a 

2 , 
X — — X 

3 en remplaçant dans 

[y = y' 

2 , 
(3xr y'2 

l'équation de F on trouve  h j:h- = F d'où 
2 3 

x'Z + y'2 = 9 ^'=^0:3,- 

Figure illustrant les données et répondant à 
certaines q uestions. 

y' < 1 

1 P 
M 

r'-i 

q 

N 
5 - - 1 0 l X 

q 

Vl2 

c) On prend un point M'(x' ; y') du cercle F'. 
Soient N et P ses projetés orthogonaux respectifs 
sur les axes (Ox) et (Oy). On peut construire le 
point M(x ; y) antécédent de M'(x' ; y') par 
l'application f par deux méthodes : 

Méthode 1 : 

x = 2x' 
3 alors M(x ; y) est le point du 

y = y ' 

Puisque 

segment [QM'] qui vérifie : QM = — QM'. 

Méthode 2 : 

Utilisation des deux cercles F' et F" de centre O 

et de rayons respectifs 3 et 2. 
Soient D la droite passant par P et orthogonale à 
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(Oy) et D' la droite passant par le point 

d'intersection de F" et de [OM] et orthogonale à 
(Ox). Alors M(x ; y) est le point d'intersection des 
droites D et D'. 

x = -x' 
3 alors M(x ; y) est le point du 

y = y ' 

Puisque 

segment [QM'] qui vérifie : QM = — QM'. 

Exercice 2 
La) Figure illustrant les données 

M 
N 

r 

2. a) On a : ri = S(kb p S(ka) ; ïi = S(kp p S(kc) ; 

etf= S(kb p S(ka)0 S(kc)- 
Chacune des transformations ri et r2 est un 
déplacement car c'est la composée de deux 
antidéplacements. 
ri et r2 sont deux rotations de même centre K. 
b) ri (M) = S(KB )( S(ka, (M)) = S(KB ,(N) = P; 
rilM) = S(kp )( S(KC) (M)) = S(KP )(P) = P. 
On Remarque que : 
ri (M) = r2(M) d'une part et d'autre part ri et r2 
ont même centre K donc ri = r2. 

c) Comme ri = r2 ; on obtient : 

S(KB )0 S(kA) = S(KP )0 S(kC) d'où 
S(kb p S(ka,o S(kc) = S(KP) ; donc f est une 
réflexion d'axe (KP). 

3.a) On remarque que les droites (KA) ; (KB) et 
(KC) sont les médiatrices respectives des segments 
[MN] ; [NP] et [PM] ; en plus on peut écrire : 

(KA ; KB) = (KA ; KC) + (KC ; KP)+(KP ; KB)[7r] 

et on a : (KA ; KC) = (KA ; KM) + (KM ; KC) [tt] 

= —(KN ; KM) + — (KM ; KP)[7r] 

1 
= -(KN; KP)[7r] 

1 
(KP ; KB) = —(KP ; KN)[7r] 

(KA ; KB) = ^ (KN; KP) + (KC ;KP) + ^(KP;KN)[7r] 

d'où (KA ; KB) = (KC ; KP)[7t] (1) 

De façon analogue on obtient les deux relations 
suivantes : 

(KA ; KC) = (KA ; KM)[7r] (2) 

(KC ; KA) = (KB ; KN)[7r] (3) 

b) On a : (KÂ ; BC) = (KA ; KB) + (KB ; BC)[7r] 

Comme (KA ; KB) = (KC ; KP)[7r] et 

(KB ; BC) = ^(PK ; PC) = (KP ; PM)[7r], 

alors en sommant on obtient : 

(KA ; KB) + (KB ; BC) = (KC ; PM)[7r] 

Or, (KC ; PM) = i alors 

(KÂ ; BC) = "[rc] (F) 

c) On démontre de même façon que : 

• (KB ; CA) = ^[7r] (2') 

. (KC; ÂB) = |[7r] (3') 

D'après (F) ; (2') et (3') on en déduit que le point 
K est F orthocentre du triangle ABC . 

4) r4 et r5 les deux cercles circonscrit aux 
triangles ABC et MNP. Pour montrer que les cinq 

cercles Fi ; r2 ; Fs ; r4 et Es sont de même rayon ; 

on note r le rayon des cercles Fi ; r2 ; Fs ; et r' 

celui de fù. D'une part, parce que le point K 

appartient aux cercles F i ; r2 ; Fi de même rayon r 
et de centres respectifs M ; N et P ; alors : MK = 
NK= PK = r donc les points M ; N et P 
appartiennent au même cercle de centre K et de 
rayon r autrement dit le cercle F5 circonscrit au triangle 
MNP ; d'où les cercles C ; Fù ; ^ et r5 sont de même 
rayon r. 
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D'autre part, utilisons les propriétés du rayon d'un 
cercle circonscrit : 

Dans le triangle BKC on a : BC = 2rsinBKC oit r 

est le rayon du cercle Fs de centre P passant par 
B ; K et C. 

Dans le triangle ABC on a : BC = 2r'sinBÀC oit 

r' est le rayon du cercle r4 circonscrit au triangle 
ABC. 
Soit K' le symétrique du point K orthocentre du 

triangle ABC : par rapport à (BC), alors K' (^4 . 

Comme : sinBÀC= sinBK'C et 

sinBK'C = sinBKC ; alors sinBÀC = sinBKC 

d'où r = r' et par conséquent r4 et Y2, sont de 
même rayon. 

Conclusion : Les cinq cercles Fi ; r2 ; Fs ; r4 et Fs 
sont de même rayon. 

Problème 
Partie A 
Etude et représentation graphique de la fonction F. 
f est la fonction définie par : 

fi(x) = f(x) = (2 +sinx) e1+x 

La) On peut écrire : V xe E ; 

cosx + sinx =V2(—J=cosx+ —|=sinx) 
V2 V2 

cosx + sinx = V2(cos — cos x + sin — sin x) d'où 
4 4 

cosx + sinx = \f2(cos(x - —)) 
4 

b) f (x) = (2 + sinx + cosx)e1+xOr d'après La) on 

en déduit que : f (x) = ( 2 + V2(cos(x - ■^))e1+x ■ 

On a : V xe E ; ( 2 +V2(cos(x - —)) > 2 - ^2 
4 

^ f(x) > 0 d'où f est strictement croissante. 
2.a) On a :V xe E ; -1 < sinx < 1 ^>1< 2+ sinx < 3 

d'où:VxEE: e1+x< f(x) < 3e1+x (1) 
b) Calcul de limites 

• comme lim e1+x =0 et selon (1) limf(x) = 0 
x—>—CO x—>—GO 

• comme lim e1+x =+00 et selon(l) lim f(x) = +oo 
X—>+GO X—>+go 

.• e1+x . /1X .. f(x) • comme lim = +00 et selon (!) lim = +00 
X—>+co x. X—>+00 ^ 

Interprétation géométrique : 

• La courbe représentative de f admet une demi- 
asymptote horizontale d'équation y = 0 au 

voisinage de -00. 

• La courbe représentative de f admet au 

voisinage de + 00 une branche parabolique de 
direction (Oy). 

3) Tableau de variations de f 

X -00 +00 

f(x) + 

+00 
f (x) 

0 — 

La fonction f est continue et strictement croissante 

sur Eet f(E) = [0; +00[ donc f réalise une 

bijectionde E surE^. 

4) On a : f (x) = (2 + sinx + cosx)el+x; d'où 

f '(x) = (-sinx + cosx) el+x + (2 + sinx + cosx) el+x 

f'(x) = (2 + 2cosx)el+x d'où 

f'(x) =2( l + cosx)el+x ; V xe E 

5.a) D'après (l); V xe E ; el+x< f(x) < 3el+x 

D'où Ci est située entre les courbes Fi et r2 
représentatives respectivement g et h définies par : 

g(x) =3 el+x ; h(x) =el+x ; et comme 

h(x) < f(x) < g(x) ; alors Fi est au dessus de r2. 
b) Pour déterminer les points de contact de ( Ci ) 

avec Fi ; il suffit de résoudre l'équation : 

g(x) = f(x) <=> 3el+x = (2 -i-sinx) el+x <=> sinx =10 

71 
x =—-i-k27T: ;kEZ d'où les point de contact de 

(Ci )avec F1 sont de type : 
71 1+—+k27r 

Mk( — + k27r ; 3e 2 ) avec kE Z . 

Pour déterminer les points de contact de ( Ci ) 

avec r2; il suffit de résoudre l'équation : 

h(x) = f(x) <=>e1+x = (2 -i-sinx)e1+xo sinx = -1<=> 

71 
x = -i-k27T: ;k e Z ; d'où les points de contact 

de (Ci ) avec r2 sont de type : 

7C 1-—+k27r 
Nk(-—-i-k27r ;e 2 ) aveckEZ. 

• Nous savons que deux courbes sont tangentes 
en un point si elles admettent la même tangente 
en ce point. 

On a : V xe E; f (x) = (2 + sinx + cosx)e1+xd'où 
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TT 1—+k2Ti 
F{- — + k2Tz) =e 2 Puis : 

V xe E ; g'(x) = 3 e1+x 

n 

2 

TT 1—+k27r 
g'( + - + k27r)= 3e 2 

71 71 
Puisque f(- —+ k27T:)= h'(-—+ k27T:), alors les 

deux tangentes ont le même coefficient directeur 

et passent par le même point 

JC 1-—+k27r 
Nk(- —+ k27r ;e 2 ) donc les deux 

tangentes sont confondues , d'où les courbes ( Ci ) 

et fù sont tangentes en leur point de contact. 
De façon analogue on démontre que les courbes 

( Ci) et Fi sont tangentes en leur point de contact. 
6) Courbes représentatives d émane ées 

i 
U / 

f c] J 
/ 

/ 

/ 
f / 
j * r 

- 9 - 8 - 7 - 6 - 5 - 4 - 3 - 2 - 1 0 - x 

7) Calcul d'aire : 

Soit A l'aire du domaine plan limité par la courbe 
( Ci), l'axe des abscisses et les droites d'équations 
respectives x = 0 et x = 1. 

Alors: A= |of(x)dx u.a 

A = f (2+ sinx)e1+xdx = f 2e1+xdx + f (sinx) e1+xdx 
Jo Jo Jo 

A= [2e1+x]o+ |o(sinx) e1+xdx (1) 

On utilise une intégration par parties pour calculer 

|o(sinx) e1+xdx : 

ru(x) = sinx ru'(x) = cosx 
On pose , d'où 

[v'(x) = e [v(x) = e 

£ (sin x) e1+xdx = |^(sin x.)e1+x - £ e1+x cos xdx (2) 

On utilise une deuxième intégration par parties 

fl 1 pour calculer : cos xe +Xdx en posant : 

ru(x) = cosx ru'(x) = -sinx 
, ^ , d'où 

[v '(x) = e +x [v(x) = e +x 

|ocosxe1+xdx = |^cosxe1+x +|osinxe1+xdx (3) On 

remplace dans (2) on trouve : 

j" (sin x) e1+xdx = ^(sinx. )e1+x J -^(cosx)e1+x J -J" sinxe1+xdx 

D'où 2| (sinx) e1+xdx =^(sinx.)e1+x^ -^(cosx)e1+x^ 

j^lsinx) e1+xdx = ■i-|^(sinx.)e1+x - (cos x)e1+x 

J" (sinx) e1+xdx = ^(sinl-cosl)e2 - (sin 0-cos 0)6* J 

£ (sin x) e1+xdx = ^ ^(sin 1 - cos l)e2 + ej 

On remplace dans (1) on trouve : 

A= [2e1+x]o + -^[(sinl-cosl)e2 +e] 

A=2e2-2e+ ^(sin 1-cos l)e2+e^ d'où 

A = -^ |^(4 + sin 1 - cos l)e2 - 3e] 

Partie B 
Calcul d'une intégrale 

l)Ona: An =|ofn(x)dx =^(2+ sinnx)e1+nxdx 

,1+n 
T81 
Jo 

— e+ sinnxe +nxdx 
n n 

2.a) F = f (sinnx)e1+nxdx et !„ = [ (cosnx)e1+nxdx 
•'0 Jo 

On utilise une intégration par parties : 

• Pour F ; on pose 

u'(x) = ncosnx 
| u(x) = sinnx 

I v'(x) = e1+nx v(x) = — e 
n 

1 l+nx 

En remplaçant par l'expression de !„, on trouve 

i 11 

I • i-v f1 l+nx 
- cosnxe In = — sin nxe 

n o 
En remplaçant on obtient la relation : 

In = 
Sinne1+n -Jn (1) 

n 

• Pour Jn ; on pose : 
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u(x) = cosnx 

v'(x) = e 1+nx 

u'(x) = -nsinnx 

, , 1 
v(x) = — e 

n 

1+nx 

cosn 1+n e 
Jn = e -- + In (2) 

n n 
b) De a) on obtient le système : 

In + J„ = 
sinn .1+n 

(1) 

"In +Jn = n n 
eos n gi+n —^ (2) 

n n 

(1-2) =^> In =^- ^(sin n - cos n)e1+n + eJ 

(1+2) Jn =^-[(sinn + cosn)e1+n-ej 

3. a) D'après B. 1) on a : 

2 1+n 2 , 
— e — e 
n n 

2 1+n 2 , 
— e — e 
n n 

A, 
2e 

An = — e1+n - —e1 + —[(sinn-cosn)e1+n +e1 
n n 2nL J 

An = [ (2)e1+nxdx+ f (sinnx)e1+nxdx^> JO JO 

+ f (sinnx)e1+nxdx 
•'0 

d'où An = —e1+n - —e1 + f (sinnx)e1+nxdx 
n n •'0 

An = —[(sinn-cosn)e1+n +4e1+n -4e + e1d'où 
2nL J 

An = — [(4 - sin n - cos n)e1+n - 3e~| 
2nL J 

b) Calcul de Ai : 
D'après le résultat précédent : 

Ai = [(4 - sin 1 - cosl)e2 -3e] et c'est le même 

résultat trouvé en A-7. 
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Sujet 2002 /Séries : C & TMGM / Session normale 

Exercice 1 
1) BED et CHF sont équilatéraux car leur côtés 

sont des diagonales du carré. 

2) Les points I et J sont les centres de gravités 

respectifs des triangles BED et CHF. 

a) Le point I est le centre de gravité du triangle 

BED d'où : AB^ + ÂE + ÂD = 3ÂI Or 

AE = CG et AD = BC donc AI = -ÂG. 
3 

J est le centre de gravité du triangle CHF d'où : 

GC+ GH + GF = 3GJ Or 

1 
GH = CD et GF = DA donc GJ = -GA. 

3 

b) Nous avons que : 

AI = -ÂG et GJ = -GA d'où JI= -GA 
3 3 3 

Donc AI = IJ = JG .D'autre part : 

Ôf + ÔJ = (ÔA + AI) + (ÔG + GJ) 

= (- —ÂG + -ÂG) + (—ÂG--ÂG) 
2 3 2 3 

d'où 01 + OJ = 6 O est le milieu de [u], 

3.a) On a f = Sio S2 d'axes séquents ( non 

confondus) donc c'est une rotation . 

Exercice 2 

La) Figure illustrant les données 

et répondant à certaines questions : 

De plus f(G) = Sio S2 (G) = Si(G) = G et 

f(A) = Sio S2 (A) = Si(A) = A 

On n'en déduit que f est une rotation d'axe (AG). 

b) Calculons : AG . BE. 

ÂG . BE = ÂG ( BÂ + ÂE) = ÂG.BÂ + ÂG.ÂE 

ÂG . BE = (ÂB + BC + œ)BÂ + (ÂB + BC + œ)ÂE 

= -AB2 + AE2 = 0 
Car AB = AE nous en déduisons que (AG) 1 (BE). 

Donc la droite (AG) est perpendiculaire au plan 

(BED) car elle est perpendiculaire à deux droites 

sécantes de ce plan. 

D'autre part, (BED) et (CHF) sont parallèles car : 

((BE)// (CE) 
■ « Deux droites sécantes de l'un 
[(BD)// (EH) 

sont parallèles à deux droites sécantes de l'autre. » 

c) Cmme f est une rotation d'axe (AG) 

perpendiculaire aux deux plans (BED) et (CHF) 

donc ces deux plans sont globalement invariant par f. 

d) Les plans (BED) et (CHF) étant parallèles et 

invariants par f on en déduit que f est une rotation 

d'axe (AG) et d'angle n. 
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b) ABCD est un carré ( car c'est un losange ayant 

un angle droit). 

D'où r est la rotation de centre G car : 

GA = GD 

(GA; GD) = ^[2tz] 

2. a) S est la similitude directe transformant M en 

R et N en S. 

Les quadrilatères M'GMR et N'GNS étant des 

carrés nous en déduisons que S est la similitude de 

centre G ; de rapport V2 et d'angle^ 

b) Noous savons que (MN) passe par un point 

fixe qui est C car M et N appartiennenet à F et 

MNG rectangle en G. 

De plus , on a S(MN) = (RS) donc (RS) passe par 

un point fixe qui est le point S(C) , Or S( C) = A 

car le triangle (GCA) est rectangle isocèle en C, 

Donc (RS) passe par C. 

D —> B 

3. a) On a : S' ^ B —> C ; alors le rapport de S est : 

I ^ I 

k = = V2 ; son angle a une mesure 
BD 

a = (DB ; BC) = (BA ; BC)=--. 
4 

b) On a : 

(ID; IB) = -^[27r] 

(GD; GB) = -^[27r] 

(ID; IB) = (GD; GB)[7r]; 

Comme (ID ; IB) = --^[271:] 

(ID ; IC) = (ID ; IB) + (IB ; IC) 

= -|;Or (ÂD; AC) = ^[2tz\. 

Donc (ID ; IC) = (AD ; AC) [tt]. 

c)Ona:(ID; IB) = (GD; GB)[7r]^> 

I e aucerclecirconscrità(BDG). 

(ID ; IC) = (ÂD ; ÂC) 

I e aucerclecirconscrità(ACD). 

Donc I appartient à l'intersection des 

cercles circonscrit respectivement à 

(BDG) et à (ACD). 

Nous avons (ID ; IC) = (AD ; AC) 

_ 7Z 

~2 

Donc (ACID) est un rectangle. 

4) f est une homothétie de rapport 2 car son 

rapport est celui du produit du rapport de S par 

celui de S' 

(c'est - à - dire (V2 x V2 = 2)). 

En plus on a f(D) = S(B) =D donc le centre de f 
est D. 

Problème 
1. Etude de la continuité et de la dérivabilité à 
droite de 0. 

• lim f (x) = lim —= 0 = f (0) <=> 
x->0+ x->0+ In x 

f est continue à droite de 0. 

1 
-0 

f (x) - f (0) inx 
• hm = hm ——1 — = lim 

x->0 x->0 x->0+ x 

= lim 
1 

= —00 
'->o+ x In x 

f n'est dérivable à droite de 0. 

Limite aux bornes de Df 

• lim f (x) =) - 00 car lim In x = 0" 
x->r x->r 

• lim f (x) = +00 car lim In x = 0+ 

x—^1+ x —U+ 

lim f (x) = 0 car lim In x = +00. 

Dérivée et sens de variation de f 
_JL 

V 1 
f'(x) = 

(Inx)2 x(lnx)2 
<0. 
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2) Tableau de variations 

X 0 1 +00 

f'(x) - - 

f (X) 
0 

-oo 

3) Il s'agit de calculer f'(x) et d'étudier son 

signe: 

(2 + lnx)lnx 
f"(x) = - 

^ 1 ^ 

x(lnx) 

Tableau de signe 

x2(lnx)4 

X 0 —"T" 1 +00 
e" 

2 + Inx - 0 + + 

Lnx - + 

f'(x) + 0 - + 

Le point d'abscisse \ est un point d'inflexion de C0 

4) Construction de Cq 

v 

J1 

i1 

-, 
U 

- i C L ; J 1 i X 

\ - !■ 
1 

■2' 
1 

- J1 

: 
1 

Partie B 

1) Soit Mn(x' ;y')ECn d'où y' = 
-n + In x ' . x ' 

In — 

x = —x 
en 

y = —y 
en 

D'où —y' = ——Onpose : 
en i /x \ ln(—) 

en 

fx' = enx 

[y = e y 

Donc Mn(x' ;y')ECn est l'image du point M(x ; y) 
e Copar l'homothétie hn de centre O et de rapport en. 

2) Tableau de variations de fn 

Etant donné la propriété de l'homothétie, nous en 
déduisons le tabeau de variations de L comme 
suit : 

X 0 e 
n +oo 

f'(x) - - 

f (X) 
0 \ 

^ -oo 

+oo______^ 

0 

pn+1 pn 

3) On a : fn+1 (x) =   — = e1x  — 
-n + Inx -n + Inx 

fn+1 (x) = e1 x fn(x) C n+1= h (0;e)(Cn). 

4.a) On pose : fn+i(x) = fn(x) <^> 

en+1 en 

 = <=> e(-n + Inx) 
-n -1 + Inx -n + Inx 

= -n -1 + Inx <=> 

(e -1) In x = n(e -!)-!<=> 

1 n—— 
In x = n <^> x = e e"1. 

e-1 

d'où yn = = -en(e-l) 

-n + n - 
e-1 

'n+l Mn( e 
eA ;-en(e-1) ) e Cn nCn 

i 
b) Comme Mn(e ^^^"(e-l) ) on a : 

i i 

xn = e 6-1 <^> en = xne
6-1 ; 

i 

Doncyn =(l-e)ee'1xn 

On en déduit que M n appartient à la droite fixe 

i 
d'équation : y = (1 - e)ee 1 x ; elle passe par O. 
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c) Allure de Cn+i et Cn 

1 

. c 114 I 

1 

« 
Jf 

Le tableau suivant donne la position relative de 

Cn+l Ct Cn 

5) On a : g(x) = = exf0(x) d'où 

X n n n+1 +co 0 Xn e e 
Position de 
Cn et Cn+l Cn/ Cn+l Cn+l/Q, Cn / Cn+l Cn+l/cn 

-1 + lnx 

r = h(o:e)(Co) (c'est à-dire que F est l'image de 
Cq par l'homothétie de centre O et de rapport e). 

6 = e x f0 (x) 
-l + lnx 

On en déduit donc la construction de F à partir de 
celle de Co facilement. 

r  

1 iÉ 

1LP 

7' 
[f 

y 1 ■" 1 
\ 0 

t 8. 2 i : ; i E ■ 5 1 D 1 11 2 i 3 1 1 1 5 ï 
1 

\i 

1 l -S* 

I 
l 

Partie C 
1) Soit u( 
tableau variations de u(x) : 
1) Soit u(x) = e""1- x ; on a u'(x) = e""1- 1 ; d'où le 

X 1 +00 

u ' (x) + 

U(x) 
o—  * +C0 

On en déduit donc que : pour x > 1 ; e""1^ x . 
D'autre part la fonction f définit au départ est 
continue sur [x ; e"1] d'où l'existance de F(x) 

pour x > 1. 

2.a) Pour x>lona:x<t< e""1^ 
1 1 1 

Inx < Int < x - 1<=>  < — < <^> 
x -1 Int Inx 

x—1 1 x—1 1 rtx-l 1 
r J_dt <r Ljt<r 
Jx x-1 Jx Int Jx Inx 

iw: <^> 
x - 

e" 1 - x . ex 1 - x 
 < F(x) < > * 

x — 1 Inx 

b) Onposep(x)= ex 1 - x d'où pest dérivable 

sur E et on a : p'(x)=ex"1 -1. 
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r e^'-x p(x)-p(l) • lim = lini£ £— = p (1) = 0 
x-»! X - 1 x^l x _ 1 

De même 

r e"-1 - X p(x)-p(l) x — 1 • lim = lim£  —x  
x-»1 In x x->i x -1 In x 

= p'(l)x —= 0. 
In'l 

Donc IimF(x) = 0 = F(l); d ' où la continuité de F en x = 1 
x— 

3) Calcul de G'(x) et G"(x) sur [2 ; +oo[. 

Soient F et G deux primitives de f sur [2 ; +oo[ 

donc on a :G(x) =[F(t)]^ = FCe""1) - F(x) d'où 

G'(x) = ex"1f(ex"1) - f(x) ; 
x—1 

Donc G'(x) = 

G "(x) = 

1 

x -1 In x 

e^'Çx-^-e^1 

(x-1)2 

et 

]_ 

x 

(Inx)- 

G"(x) = CX'(X 2)+- x 

(x-1)2 (Inx)2 

Variations de G' 

> 0 ;car x > 2. 

X 2 +oo 

G" (x) + 

 ■¥■ +00 
G (x) 

(e - 1) / ln2 

Or G'(2) = (e - 1) / ln2 d'après (*) donc V x >2 ; 
G'(x) > 0. 

ex"1 - x 
b) D'après *  < G(x) et d'autre part 

x-1 
1 x 

e - x ex e ex 

lim   = lim — x = +oo , donc 
X->+CiO X — 1 X->+CiO X 1 

e"-1 - x G(x) 
lim G(x) == +oo. De même    <  et 

x(x -1) x 

1 X 
x—1 e — x e p px 

lim  = lim — x = +oo, d 'où 
x^+oo x(x - 1) X" -^1 

X 
G(x) 

lim  = +oo. 
X^+oo X 

Il en résulte que Ima courbe de G admet une 
branche parabolique de direction (Oy). 
c) Tableau de variations 

X 2 ( / 

G' (x) + 

   ► +oo 
G (x) 

G(2) 

Avec G(2) < e -2. 
Représentation graphique de G 
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Sujet 2002 /Séries : C & TMGM / Session complémentaire 

Exercice 1 

1) Résolution de l'équation ; Z2 -(8cos0)Z +16 -7sin20 = 0 
A =(8cos0)2 - 4(16 -7sin20) = -36 sin20 

(i6sin0)' 

d'où 
Zj =4cos0 -l-i3sin0 

Z, = 4cos0 -i3sin0 

2.a) Mi et M2 les affixes respectives de Zi et Z2. 

On a M(x ; y)er signifie que 

rx = 4cos0 fx=4cos0 
( ou( 
[y = 3sin0 [y = -3sin0 

Dans les deux cas on en déduit que : 

= 1 et c'est bien l'équation cartésiènne de F. 
2 2 

16 9 

b) F est une ellipse d'éléments caractéristiques : 

• centre O, origine du repère (O; u ; v) 

• sommets : Si(4 ; 0) ; S2(-4 ; 0) ; 83(0 ; 3) ; 

84(0 ; -3) ; 

4 • v ^ • excentricité e = — 
4 

(car e = — et c= Va2 - b2 = V? ) ; 
a 

• foyers : Fi(>/7 ;0 ) ; ViX-JÏ ; 0). 

3.a) A(0 ; 1) et M un point de F ; G barycentre du 

système {(A ; -3) ; (M ; 1)}. 

Ona : -3GA + GM = Ô <»ÂG =--ÀM<» 
2 

G = h . (M). 
(A;y, 

Exprimons cette homothétie analytiquement : 
Soit G(x' ; y') ; M(x ; y). 

x ' = —— x 
2 

1 3 
y =—y + - 

2 2 

G = h (M) o <^> 

x = -2x ' 

y = -2y '+ 3 = -2(y '- —) 

D'où h _1 (F) = F'- 
<A;T) 

d'équation 
4x'2 W 

16 
= lo 

x" , 

T+ 5 =L 

4 

Donc F' est l'ellipse d'éléments caractéristiques : 

3 - - 
• centre O'(0 ; — ), dans le repère (O; u ; v) 

• sommets : Si(2 ; 0) ; 9É(-2 ; 0) ; 83(0 ; 0) ; 

84(0 ; 3). 

V7 
• excentncite e = - 

(care = — etc= Va""-tri" = ) ; 
a 2 

Jf Jï 
foyers : Fi(— ;0 ) ; F2^^" ; • 

x'2 

b) Comme l'équation de F' est — H = 1 

Il en résulte que cette formule est équivalente à : 
9x'2 +16y'2 - ^ 

cartésienne de F'. 

9x'2 +16y'2 - 48y = 0 et c'est l'équation 

'5 

M G 

M 
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Exercice 2 
La) Figure illustrant les données et répondant à 
certaines questions : 

q    
   

B  /    / 

..•"À   

1 
b) Nous avons que : CI = CO = 01 = — AB ce qui 

signifie que le triangle IOC est équilatéral. 
Puis on a f(C)= tor(C)= t(B') = O d'où f(C)= O. 

71 
c) f est une rotation d'angle y car elle est la 

71 
composée de la rotation r d'angle — suivie de la 

translation t. De plus f( C)= O ; f( A)= A' et 

f( B)= C donc le centre de f est le point I ; 
f( A) = A' et f est une rotation de centre I et 

71 
d'angle y donc le triangle IAA' est équilatéral. 

2) S la similitude directe telle que : S(0)= A et 

S( C) = 1. 
On a ICO est équilatéral, de plus S transforme un 
triangle équilatéral en un triangle équilatéral d'où 
S(I) = A' car S(OCI) = AIA'. 

L'angle de S est : 0 = (OC ; AI) = (2k) ; 
6 

— AC 
! ^ i v AI 9 /T rapport est k est égal a  = — = V3 

0C AC 
2 

son 

3.a) Soit Q le centre de S. On a S( C) = I d'où 

(QC ; QI) =--[27r]; Or (ÀC ; ÀI) = --[27r] 
6 6 

c'est à dire que: (QC ; QI) =(AC ; AI) [271:]. 

Donc les points Q ; I ; C et A sont cocycliques. 
Puis nous avons : S(0) = A d'où 

(QO ; QA) =--[27r]; Or (B'O ; B'A)=--[27r] 
6 6 

c'est à dire que: (QO ; QA) =(B'0 ; B'A) [271: 

Donc les points Q ; A ; O et B' sont cocycliques. 

b) Q est le deuxième point d'intersection des deux 

cercles circonscrits respectivement aux triangles 

AIC et AOB'. 

4.a) On a AQB' est un triangle rectangle en Q ; le 

triangle ACB' est équilatéral d'où Q est le milieu 
de [CB'], on en déduit que : 

OQ = — AB ' = IC = 01 = CQ ; 
2 

D'où QOIC est un losange. 

b) Programme de construction : il suffit de savoir 

que la grande diagonale du losange QOIC est le 

côté du losange suivant (son image par S) ce qui 

nous permet de construire un losange constitué de 

deux traingles équilatéraux et ainsi de suite... 

6 —TT 
c) S est la similitude d'angle 6 x (—) = -n 

6 

De rapport ^^3 j = 27 et de centre Q donc elle 

devienne l'homothétie h(a : -27). 

K . 
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Problème 

1. Etude d'une fonction auxiliaire 

l.)f(x)= 1 
X . ■ 

1 + x + x" 

• Df = E ; 

• Limites aux bornes de Df 

lim f (x) = 0 y = 0 est une AH. 
X—>±00 

• Dérivée de f 

f(x)' = 
-x2 +1 (l-x)(l + x) 

(1 + x + x2)2 (1 + x + x2)2 

• Tableau de variation 

f'(x) 

f (x) 

- oo -1 1 +oo 

0 + 0 

0 

II. Etude des tangente à une courbe 

La) g est la fonction définie par : 

fg(0) = 0 

g(x) = j ^ 
|g(x) = (x + l)ex ;x >0. 

g est le produit (plus la composée) de fonctions 

dérivables sur ]0 ; +oo[ donc elle est dérivable sur 
cet intervalle et par conséquent elle admet une 
tangente en tout point de cet intervalle (x> 0). 

En particulier, étudions sa tangente en O 

(abscisse x = 0). 

Ona : lim g(x) ~ g(Q) = lim (1 + -)e7 
x—>o+ x - 0 x^0+ X 

= lim(e 
^ 1 ^ 

ex ) = 0. 

Doncgd(0) = 0, d'où F admet l'axe des abscisses 

comme demi tangente. 

y' • Limites aux bornes de Dg 
-i 

lim g(x) = lim (x + l)ex = +oo 
X—>+co X—>+00 

- 3 - 2 - 1 
/ 

S 
» i X • Dérivée et sens de variation de g 

( 
g'(x) = (x + l)ex ; après cale 

\ 

2) Discussion graphique des nombre de solutions 
de l'équation : mx" +(m-l)x + m = 0. 
Cette équation est équivalente à f(x) = m 
autrement dit l'intersection de la courbe C avec la 
droit d'équation y = m. D'après le graphique on a : 

• Si me]-oo ; -1[, alors l'équation f(x) = m 
n'admet pas de solution ; 

• Sim=-L alors l'équation f(x) = m admet x= -1 
comme solution ; 

• Si me]-l ; 0[, alors l'équation f(x) =m admet 
eux solutions négatives de E ; 

• Si m = 0, alors l'équation f(x) = m admet x= 0 
comme solution ; 

• Si me]0 ; ^ [, alors l'équation f(x) = m admet 

deux solutions positives de E ; 

• Si m = ^ , alors l'équation f(x) = m admet x= 1 

comme solution. 

• Si me] ^ ' +00 [' alors l'équation f(x) = m 

n'admet pas de solution sur E. 

v y 

simplification elle donne : 

, x + x +1 I 
g(x) = e =-x—-I 

X x f(x) 

1 

V x > 0 ; g'(x) > 0, car f(x) > 0 et e x > 0. 
b) Tableau de variations 

f'(x) 

f (x) 

0 +oo 

0 + 

+oo 

2.a) On détermine d'abord les équations des deux 
tangentes:Ta etTj (a> Oeta + 1) 

a 

T., : y = g(a)' (x- a) + g(a) =y Ta coupe (Ox) au point 

d'abscisse xq = - + a d'où 
g'Ca) 

(a + l)e 
2 ! 1 a" + a +1 -- 

+ a = ■ 
a" +a + l 

■ = f (a). 
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Tj : y = g'( -) (x- -) + g( -) ^> Tj coupe 
a a a - a a 

§(-) i îî A 
(Ox) au point d'abscisse xi = ^ + — d'où 

(- + l)e: 

a 
Xl " 1 1 - "2 

g'd) a 

a 

a + 1 

i i 
+ - = ——^ + ■ 

+ +1 
a a" + a + 1 a 

a' a 

a" + a + l 
= f(a). 

Donc, Ta etTj coupent ( Ox) au point d'abscisse 

f(a) 
a2 + a +1 

b) D'après le le T.V de f on a : 0 < f(a) < 
1 

(Va > 0), Or toute les tangentes Ta etTj coupent F 

au point d'abscisse f(a) tel que: f(a) = 
a' + a +1 

Donc toute les tangentes à F coupent le segment 
[OB], 

c) On a vu que les deux tangentes Ta etT1 

a 
coupent [OB] en un même point d'abscisse 

a 
f(a) 

a2 + a +1 
.d'autre part l'équation f(x) = m 

1 
avec meJO ; - [ admet deux solutions distinctes, 

alors par chaque point A(m ; 0) du segment [OB] 

privé de O, passent deux tangentes distinctes à F. 

il- - 1 - 
d) On a : g'(x) = -x—-e x ^>g"(x)= ex 

x f(x) X 

-x + 1 1 

g"(x) = —-—e x Donc g"(x) s'annule en 
x 

changeant de signe au point d'abscisse 1 ce qui 
démontre que c'est un point d'inflexion. 
Soit Ti la tangente en ce point d'abscisse 1. 

Ti : y = g'(l)(x - 1) + g(l) ; Or g(l)' =- et 
e 

2 3 1 
g(l) =— c'est-à-dire que : Ti:y= -x--. 

e e e 

Ti coupe (Ox) au point d'abscisse^ . 

3.a) h la fonction définie par : h(t) = 1 - (1+ tle"1 

On a h'(t) = te"1 ; t > 0 <^> 0 < e"1 < 1*0 

0 < te"1 < t <=> 0 < h'(t) < t. 
En intégrant cette double inégalité membre à 

t2 

membre on trouve : 0 < h(t) < —. 
2 

i 
b) x > 0 ; x - g(x) = x - (x +1 )e x 

Nous savon que : t > 0 ; h(t) = 1 - (1 +1 le"' 

1 1 1 -1 

en posant : t = — on trouve h(—) = 1 - (1 + —)e x 

x xx 

1 -- 
d'où xh(—) = x - (x + l)e x = x - g(x) Or 

x 

t2 

0 < h(t) < — c'est - à dire 
2 

0 < h(—) < —^ en multipliant par x on trouve : 
x 2x" 

0 < xh(—) < — , d'où 0 < x - g(x) < —. 
x 2x 2x 

Ce résultat veut dire que la droite d'équation 

y = x est une asymptote oblique pour la courbe de 

g, elle est positionnée en dessus de cette courbe. 

4)1 Re présentation gra phique c e " et ses tangentes 
y' / / / 

/ 
/ y z 

/ y 
g 

y 
V 

y 
X v 

1" 
S 

$ 

/ f 
A  j £ i X 
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III. Etude d'une suite 

1)Vxe[0;1] : xn+1 < xn d'où 

xn+1 xn 

<  
1 + x + x2 1 + x + x2 

(Un ) est décroissante. 

V x e [0 ; l] : 0 < - 
1 

Un+1 < Un 

<1 d'où 

0< 

+ X + X" 

<xn :^> 
1 + x + x2 

En int égrant membre à membre 

xn ri X ri 
0< I  — dx < ( xndx 

Jo 1 + x + x- Jo 

1 

. + X + X 

Vn e N* ; 0<Un < 
n + 1 

lim Un = 0. 
n->+oo 

1 
• + ■ 

1 

2.a) On pose : 

Donc U„ 
1 

u(x) = - 1— 
1 + X + X 

v'(x) = xn 

1 fl 

3(n + 1) n + 
-j0x

n+1cp(x)dx. 

l + 2x 
b) On a : cp(x) = , elle a pour dérivée 

(1 + x + x-)- 

-6x(l + x) 
9 00 =   tTJ- 

(l + x + x") 

D'où cp est décroissante sur [0 ; 1] ; Or 

cp(0) > cp(x) > cp(l). 

Donc, ^ < cp(x) < 1 ; V x e[0 ; 1]. 

3) On a V x e[0 ; 1] ; ^ < (p(x) < 1 en multipliant 

par xn+1 et en intégrant on trouve : 

rx-'-i1 < r>yx)dx<^—rx1»'-]1 

3(n + 2)L Jo (n + 2)L Jo 

En multipliant par 
(n + 1) 

On trouve : 

3(n + 1) 3(n + l)(n + 2) 3(n + l) (n + l)Jo 

1 1 .. 1 

< ^ 1  — f xn+1cp(x)dx <   h 
-i- n rn -i- n Jo ^ 4-1 ^ 

et en ajoutant 

1 

1 

3(n +1) 

3(n + l) (n + l)(n + 2) 

d'où 

donc 

+ <U„ < + 
1 

3(n + l) 3(n + l)(n + 2) 3(n + l) (n + l)(n + 2) 

n + 3 . TT , n + 5 n(n + 3) 
<U < 

3(n + l)(n + 2) 

On en déduit que : limnUn 

<=> 
3(n + l)(n + 2) 3(n + l)(n + 2) 

1 

< nU < 
n(n + 5) 

3(n + l)(n + 2) 

selon les règles de calcul de limite et le théorème des Gendarmes. 
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Sujet 2001 /Séries : Séries C & TMGM / Session normale 

Exercice 1 

1) Etant donné l'expression complexe donnant fe : 

Z' = (1 - icos0)Z - cos0 avec 0 e 

Qui est de la forme Z' = aZ + b tels que : 

a = 1 -icos0 et b= -cos0. 

Alors fe est une similitude directe d'éléments 

caractéristiques : 

• Rapport : À, = |l - icos0| = Vl + cos2 0 

• Centre : Q C'est l'image du point invariant par f0, 

il est donné par : 
-COS0 

= i; 
1 - a icos0 

2. a) Les points Q ; M et M' ont pour affixes 

respectivesment : i Z et Z'on a donc : 

~   Z — i   7j — i 

ZM-ZM, icos0Z + cos0 i(Z-i)cos0 

1 1 
-i • 

icos0 cos0 

On endéduit que ^ M M' ; MQj = -^ d'où 

le triangle QMM ' est rec tan gle en M et 

de sens indirect. 
b) f0 étant une similitude transformant M en M', alors 

QM' 

QM 
= |a| =^1 + (cos^ 0) < 0 e 

0;f 

d'où 
QM 1 
 > —=, D ' autre part le triangle 
QM' 72 

QMM ' est rec tan gle en M donc 

QM 
cosa = > 

^1+ (COS0)2 

.et puisque On en déduit que : a e 

QMM ' est indirect alors a 

n n 

4 '4 

"ï;0 

3. ) A est un point fixé du plan différents de Q. 

Fj : {M / fe (A) = M} et tel que : 0 varie dans 

0; .M e F, <» fe (A) = M <» 

^QA ; QM j = a(2n) 

QM = 7l + (cos0)2QA 

Or a g 
T '0 

n 
et (AQ ; AM) = —(2n). 

On en déduit que M trace le segment [AAi] privé 

de ses extrémités de même longueur que 

[AQ] lorsque 0 varie dans 0 
TC 

Le triangle Q AAi sera alors isocèle en Ai. 

D'où Fi = [A Ai] \ {A ; Ai}. 

b)r2:{M/ fe(M) = A} 

(QM ; QA ) = a(2n) 

QA = ^1 + (cos0)2QM 

avec a e 

et(MQ ; MA )=-(Itt). 

On en déduit que M trace l'arc AA2 du cercle de 

diamètre [QA ] privé de ses extrémités. 

4) Dans le cas ou A(1 ; 1) on aura Ai(l ; 0) et 

La figure ci-dessous illustre les données et les 

constructions demandées. 

3/2 A: 

Q 
A 

A 

A, 
O 1/2 1 
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Exercice 2 
La) Figure illustrant les données 

(E) 

b) D'après 1 : AB = AD = DB on en déduit que : 

(DB ; DA ) = --(27t) 
v ' 3 r, i 

DB = DA 

, (B) = D; ccccccc 

et comme 

71 . X ■ — (2n) 
3 alors, r, (C) = B ; 

(DC ; DB )= 

DC = DB 

sachant que r2 (B) = B. r2 (C) = A ; S [(C) = A. 

2.a) g(B)=r1oS2(B)=r1(B) = A; 

g(C) = r, S2 (C) = r, (C) = B. 

b) g est le composé d'un déplacement et un 

antidéplacement donc c'est un antidéplacement et 

parce que les segments [BA] et [CB] n'ont pas la 

même médiatrice alors g est une symétrie glissée. 

Ecrivons g sous sa forme réduite : 

g(B) = r1oS2(B) = r1(B) = A; 

g(C) = Tj o S2 (C) = Tj (C) = B. 

g = h °S2 = V® Ç 

= S 

DJ 

DB JK] 

BC 

Su =100 Ju- 

Levecteur CO est un vecteur directeur de l'axe 

(IJ) on en déduit que g est le gliseur de vecteur 

CO , d'axe (IJ). 

3.a) (E) est une ellipse de foyers C et B passant 
par le point O. son plus grand axe mesure 2a. 

(E) étant l'ensemble des points M du plan qui 
vérifient la relation MC + MB = 2a on en déduit 

que : OB + OC = 2a. Or d'après la figure 
KC= OB et KB = OC d'où KC + KB = 2a , donc 

K e(E).D'autre part nous savons que le triangle 

DPB est isocèle rectangle en P donc l'angle PBD 

71 
mesure —radian . On en déduit donc que le 

4 
triangle OPB est également isocèle rectangle en O 
donc OP = OB, d'où : CP = CO + OP = CO + OB = 2a. 
b) Les deux sommets de l'ellipse sont 
l'intersection de (E) avec le grand axe (BC) et 
(E) ; c'est aussi l'intersection de (BC) avec le 

cercle ^i(J ; r) où r = 0,5CP = a ; les deux 

sommets sont l'intersection 
de (E) avec son petit axe (médiatrice de BC) ou \ 
et par rapport à J (centre de l'ellipse). 
4.a) Nous savons que chacune des isométries ri ; 
r2 ; S ; g transforme une ellipse en une ellipse 
isométrique ; il suffit donc de déterminer les 
images des deux foyers par chacune de ces 
isométries. D'après l.b) et 2.a) ri(B) = A et 
r1(C) = B ; r2(B) = Bet r2(C) = A ; Si(B) = B et 

Si(C) = A. g(B) = A et g(C) = B. On constate que 
les quatre isométries transforment le segment 
[BC] en [BA] ; il s'ensuit que les quatre courbes 
Ei ; E2 ; E3 et E4 se confondent à l'ellipse (E') de 

foyers A ; B passant par O. 
Calculons l'image de K par chacune des 
transformations ri ; r2 ; Si et g. 
ri(K)=Ki=0; r2(K)= K2= L' ; Si(K)=K3=L; 

g(K)= no Si(K) = ri(L)= O. avec L' = S^iL) . 
Nous constantans en fin que les quatre points 
appartiennent à ( E'). 
Problème 
Partie A 

1) V x e E ; gm(x) = x" +2x -2m ;où m est un 
paramètre réel non nul.gm(x) 

on a : A' = 1 + 2m 

x" +2x -2m = 0 ; 

• A' < 0 <E> m < - —: 
2 

l'équation n'admet 

• A' = 0 <E> m 'équation admet 

pas de solution; 

2" 
une solution double ; 

• A' > 0 <=> m > -^d'équation admet 

deux solutions différentes 
x'et x" avec x'< x". 
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2) D'après 1) x'=-1 - Vr+2m ; 

x" = -1 + Vr+2m ,donc pour 

m < 0 o 2m < 0 2m +1 < 1 

-1 + yjl + 2m < 0 et -1 - Vl + 2m > -2 

d'où - 2< x' < x". 

m > 0 <=> 2m > 0 2m +1 > 1 

-1 - y/l + 2m < -2 et -1 + Vl + 2m > 0 

d'où x'<-2< 0< x". 
Dans la suite du problème on considère m > 0 et 
que le plan est rapporté à un repère orthonormé 
( O ; I ; J) avec unité de mesure 1 cm. 

Partie B : 
Etude d'une famille de fonctions 

r / X X + 2 
lm(x) = x + m In  ; 

x 

1 .a) Df = R\{-2 ; 0} 

Calcul de limites aux bornes 

• lim fm(x) = -oo ; limfm(x) = -oo ; 
x->-2 

• lim fm(x) = -oo ; limfm(x) = +oo ; 
x->-2+ x->0 

= +oo ; lim fm(x) = +oo. 
x->0+ X—>-1-00 

x - x - 2 

b) fm(x) = 1 + m- 

= 1 + m- 

i "2 x 
= 1 + m—r x ■ 

x + 2 x2 x + 2 

x 

-2 x" + 2x — 2m 

x(x + 2) x(x + 2) 

On remarque : f m (x) == . 
x(x + 2) 

Où gm(x) est celle définie dans la partie A. 

Comme m> 0 ; on a gm(x) < si x e[x' ; x"] il est 
positif ailleurs. D'où le tableau de variations de fm: 

X -oo x' -2 0 x" +oc 

gm (X) + - - - + 

x(x+ 2) + + - + + 

fm '(X) + - + - + 

fn (x) /y 

-oo 
\ 

-oo 

+oo 

/ 
-oo 
\ 

y 

+oo 

/ 5 5 

2.a) Vm > 0 ;I(xo ; yo) ECm oVm > 0, f,,, ( xq) = yo 

<^> Vm > 0 , xo+ min 

<^> Vm > 0 , xo+ min 

= 0 

Xo+2 

Xo+2 

In 
xo +2 

xo 

.xo -yo = 

|xo +
 

to
 

II X 

lx0 = yo 

•O1 i 

Xo+2 

= yo ^ 

-Yo =0<» 

= 1 
<^> 

xo = yo 

<^> 
[xo =-1 

[yo = -1 

D'où I(-l;-l). 

Ce point vérifie bien : fm(2a - x ) = 2b - fm(x ) où 
(a ; b) = (-1 ; -1) car : 

fm(-2 - x ) =-2 - x + m In ——X + ^ 
-2 - x 

-x 
= -2 - x + min  <=> 

- 2 - x + min ——— = -2 - fm(x). 
-2 - x 

Donc le point I (-1 ; -1) est bien un centre de 

symétrie de toutes les courbes Cm. 

b) D'après le tableau de variation de fm sa courbe 

représentative Cm possède deux asymptotes 

verticales d'équations respectives x = 0 ; x = -2. 

Calculons les coefficients de l'équation de son 

asymptote oblique A : 

x + 2 

r 
fm(X\ r • a = lim -ii! ) = lim 

x + min 

= lim (1 + 

min 
x + 2 

x 

• b = lim (fm(x) - x) = lim min 

x 

x + 2 

) = 1 

= 0. 

On a donc l'équation de A : y = x. 
Déterminons la position relative de Cm par rapport 

à A pour cela étudions le signe de f(x) - x. 

f(x) - x = min 
x + 2 

;m > 0 et min 
x + 2 

>00 
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x + 2 
> l.On a trois cas : 

x e ]—oo ; -2 [^>x<x + 2<0; donc 

x + 2 A x + 2 i . v , 0< < 1 d ou In <0 

x H- 2 
• x e ]0 ; +oo [ ^> > 1; donc 

In 
x + 2 

> 0 on en déduit que : 

x e ]—oo ; 2 [ =^> fm (x) - x < 0 donc A est 

au dessus de Cm : x e ]0 ;+oo [^>fm(x)-x >0; 

donc A est au dessous de Cm. 

• x e ]-2 ;0 [on distinct deux cas : 

1)-2<x<-1 => 0<x + 2<l<-x^> 

x + 2 , 1 x + 2 n , 
-1 < — < < 0 dou In 

x x 
<0; 

donc fm(x) - x < 0 d'où A est au dessus de Cm ; 

2 x + 2 1 
2)-l<x<0=> l<x + 2<2=> — < < — < -1 

xxx 

d'où 1< 
1 x + 2 

— < 
X X 

;on en déduit que : In 
x + 2 

>0 

d'où fm(x) -x>0; Donc; A est au dessous de Cm. 

On résume la position relative dans le tableau 
suivant : 

X -00 -2 -1 0 +00 
fm(x) - X - - p + + 
Position 
Relative 

A /C A /C C /A C /A 

• Représentation graphique de Ci et C2 
ci-contre : 

Partie C 

cpm : M(Z) —> M '(Z ') tel que : Z ' = -^ [(1 + m) + (1 - m)i] Z + ^ [(1 - m) + (1 - m)i] Z ; 

où m e E* et Z est le conjugué de Z. 

cpm(M) = (M') <=> x'+iy' = ^[(1 + m) + (l-m)i](x +iy) + ^[(l + m) + (l-m)i](x +iy)(x -iy) <» 

x' = -(2x) 
2 

y ' = (1 - m)x + my 

b) l'ensemble des points invariants par cpm est l'ensemble vérifiant : cpm(M) = M. 
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•Pm (M) = M <=> 
x = —(2x) 

2 

y = (1 - m)x + my 

avec m;£l<=>y = x<=>MEA. 

c) MM' 
^x - X 

(1 - ni)x + my - y 
= MM 

0 

(l-m)(x-y) 
puisque M ^ A et m ^ I alors MM 

est colinéaire à j d'où (MM') est parallèle à (y'Oy); 

d) M0M' = M0M + MM' = (y - x) j + (1 - m)(x - y) j =(l + m-l)(y-x) j = mM0M. 

2.a) fdx) = x + ln 
x + 2 

et cpm (M) = M' <=> 
x' = -(2x) 

2 
x'+2 

d'où y' = x' + min 

y' = (1- m)x + my 

M(x '; y ') g Cm <=> cpm (C, ) = Cm. 

On en déduit que pour construire Cm ilsuffit de prendre un point M(x;y) de Cj et son projeté 

Mo(xo;yo) sur A parallèlement à (y'Oy); 

M'sera alors le point de la droite (M0M) quivérifie : M0M' = mM0M 

b) Construction de C2 (Voir la représentation faite dans la partie B.) 

Partie D : Etude de la convergence d'une suite numérique 

1) Parce que OcÀclet À<x<l, alors f In X + ^ dx = f In X + ^dx ; 
JX v JX Y 

n x+2 1 1 x > 0  > 1 In 
x + 2 

> 0,ils 'en suit que pour m > 0, x + (m + l)ln 
x + 2 

> x + min 
x + 2 

donc 

fm+1(x) > fm(x);On en déduit que : A, = ['^(x) -fm(x))dx = fin dx =f1ln^:^dx. 
•'A, JX ^ •'A, ^ 

Posons 

u'(x) = l 

v(x) = In 
x + 2 

u(x) = X 

v'(x) = 
-2 

x(x + 2) 

A.= xln 
x + 2 

+ T   dx = ln3 + 21n3 - 
h x(x + 2) 

Aln^^ + 21n(A + 2) 
X 

= 31n3-(A + 2)ln(A + 2) +AlnA. 

Donc, lim A, = lim(31n3 - (X + 2)ln(A + 2) + Ain A) = 31n3 - 21n2 = In —. 
À->-0+ 
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2 x - x - 2 x —2 
2.a) Pour x > 0, h(x) = ln(l + —); h'(x) = x = < 0,on en déduit que h est 

x Xt x + 2 x(x + 2) 

P P + l 

n n 

P + l P 
h( ) < h(x) < h(-) 

n n 
décroissante sur ]0 ; ij.Pour 1 < P < n -1 nous avons x g 

P+l „ ^ P+l P+l p 1 D 1 

fp~ h(—)dx < fp~ h(x)dx < fp~ h(-)dx — h(——) < fp~ h(x)dx < —h(—). 
j_ n J- J- n n n J- n n n n n n 

P+l 

b) On en déduit que : — V h(^ + ^) ^ — T] [P
n h(x>lx < — T] h(—) <+> — T] h(^ + ^) < [[ h(x)dx < Sn ; Or 

n p=i n n P=1 
J- n P=1 n n P=1 n J- 

i ± h(^) = Sn - ih(i) + i h(^) > Sn - ih(i). 
n"n nnnn nn 

Donc Sn - —h(—) < A(—) < Sn;ils'en suit que A(—) < Sn et Sn < A(—) + —h(—); 
n n n n n n n 

Soit A(—) < Sn < A(—) + -h(-). 
n n n n 

1 1 27 
c) Posons X = — si n —> +oo <=> À —> 0+ d'où lim A(—) = In —. 

n n^+00 n 4 

22 22 1 1 
En passant à la limite rinégalité(l)se conserve d'où : In— < lim Sn < In h lim —h(—); 

4 n—>+oo ./j. n—>+oo j-j j-j 

1, ,E 1, ^ x ln(l + 2n)l + 2n ^ ^ .. v ^ ,22 
lim — h(—) = lim — ln(l + 2n) = lim = 0x2 = 0.; d ou lim Sn = In —. 

n->+co n->+co n->+co J _)_ n n->+co zj. 
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Sujet 2001 /Séries : Séries C & TMGM / Session complémentaire 

Exercice 1 

1 .a) Le calcul donne P(i) = 0 ; P(2i) =0. 
b) Soit P (Z) = (Z2-3iZ -2)( Z2+ aZ+ b ) tels que a 
et b des nombres complexes à déterminer. 
Soit P (Z) = (Z2-3iZ -2)( Z2+ aZ+ b ) = 

Z4 +(a-3i)Z3 -(3ia -b +2)Z2 + (-3ib -2a)Z -2b o 

a - 3i = -2 - 6i 

-3ia -l-b - 2 = -12 -l-9i 

-3ib-2a = 13 + 9i 

-2b = 2 - 6i 

| a = -2 - 3i 

b = -l + 3i 

P (Z) = (Z2-3iZ -2)( Z2+ -(2+3i)Z -1 +3i ) 

Résolvons l'équation : P (Z) = 0 o 
(Z2-3iZ -2)( Z-+ -(2+3i)Z -1 +3i ) = 0 

A = (2+3i)2- 4 (-l+3i) =4-9 +12i +4 -12i = i2 . 

r»' v v 2-l-3i —i 2-l-3i-l-i 10. D ou Z =  = 1 + r et Z = = 1 + 2] 
2 2 

Donc les solutions de l'équation donnée sont : 
Zj = i Zi = 1 + i ; Z3 = 2i Z4 = 1 + 2i. 

2.a) ^pk =^t|Zk|
2 =l<»t(l + 2 + 4 + 5) = l<» 

k=l k=l 

* -—If- — 
t~T2'Pl "Ti'1' "12 

1 . 1 1 . 1 1 c 5 b) Po= —2 = -; p^ —x4 = — ; p4= —x5 = — 
12 6 12 3 12 12 

c)X(Q) = {4 ; 5}. 

X(Q) 4 5 

'S
 11 

X
 

aC
 

9 

12 

3 

12 

Exercice 1 (Uniquement pour la série TMGM) 

1) (E) y" - 4y' +5y = 0 ; 

Comme l'équation associée à ( E ) est : r - 4r + 5 = 0 

admet deux solutions complexes (conjuguées) 

2 + i et 2 - i. 

Donc les solutions de ( E ) sont les fonctions : 

x h-> e2x(Acosx + Bsinx)\A et B e E-. 

2.a) On a : g(x) = (ax + b)ex 

g'(x) = ( a + b + ax)ex 

g"(x) =(2a + b+ax) ex 

Comme g(x) est solution de ( E'), on a : 

g"(x) - 4 g' (x) +5 g(x) = (-x + 1) ex o 

(2a + b+ax) e - 4( a + b + ax)e +5 (ax + b)e = 

(-x+ l)ex<» 

( -2a + 2b +2ax) ex = (-x + 1) ex<^> 

( -2a + 2b +2ax) = (-x + 1) 

f2a = -1 1 
( oa = — etb = 0- 
[-2a + 2b = 1 2 

Doncg(x)= (-^xex)- 

b) [g(x) + h(x)]" - 4[g(x) + h(x)]' +5[g(x) + h(x)] = 

[g(x) ]" - 4[g(x)]' + 5[g(x)] + [h(x) ]" - 4[h(x)]' +5[h(x)] = 

(-x+ l)ex + 0 = (-x+ 1) ex 

D'où g(x) + h(x) est une solution de l'équation ( E'). 

3) On a: f(x) = g(x) + h(x) et f (x) = g'(x) + h'(x); 

f'(x) = —ex —xex +2 e2x[(2A + B)cosx +(2B-A)sinx] 
2 2 

D'après les données et 2.a) on a: 

f(0) = g(0) + h(0 )= 0 + A = 0 =^>A= 0 

f (0) = g'(0) + h'(0)= + 2(2A + B) = -1 ^>B = -^ 

Donc la fonction cherchée est : 

f : x 1-+ - — xex - (— sin x)e2x 

2 4 

Exercice 2 
1) fi(x) = xe1-" ; DC = E ; 

• Limites aux bornes : 

lim f, (x) = -00 ; lim f, (x) = 0. 
X—>-00 X—>+00 

• Dérivée : f i(x) = e1""! 1 - x). 

• Tableau de variations 
x -00 1 +00 

ftW + 0 

fi(x) 

1 

-00 0 

2. a) Pour tout n non nul Un = [ fn (x)dx ; On pose 
J 0 

Ju(x) = xn =^> u'(x) = nx11-1 

[v'(x) = e1_x v(x) = -e1_x 

Un=-[XV"1l+n|olxn"lel"XdX^> 

Un = f ^ (x)dx = -1 + nUn.! ; Pour n = 1 on a : •'0 
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u, = jo
1f0(x)dx = [-xe1~x ]Q + j^e^dx 

= [-(i + x)^"" ^ = -2 + e. 

b) on a pour tout n de N ; et x de ]0 ; 1 [ : 
n ^ n 1-x n 15 ^ . x <xe <exdou: 

f xndx < f xnex_1dx < f exndx 
Jo Jo Jo 

1 < Un < 6 

n + 1 n + 1 
c ) D'après la relation trouvée en 2. a) on a : 

Un = nUn.i -1 d'où Un+i = (n +1) Un - 1 . 

3.a) Vn de N ; Vn+i = (n+1) !e - Un+i 

Vn+i = (n+l)!e - (n +1) Un + 1 d'où 

Vn+i = (n+l)[n! e - Un ] +1 = (n+l)Vn + 1 . 
b) On constate que : 
• Vi = e - Ui = e - (-2+e ) d'où 

V i= e + 2 -e = 2 qui est de N . 

• On suppose que Vn de N 

• On démontre que : Vn+i est de N, ; Or 
Vn+i = (n+l)Vn + 1 d'après l'hypothèse de 

récurrence Vn deN et par conséquent Vn+i est la 
somme de deux entiers naturels ce qui prouve 
l'appartenance de (Vn) à N Vn gN- 
c) Nous savons que pour n > 2 ; 

Un <-^ ;donc Un gN;OrV neN 

On en déduit que : n!e = (Un + Vn) N. 

4. a) n > q n ! est un multiple de q soit 

n!=dq,croù:^ = 23E = dpeN. 

q q 
b) Supposons que e est un rationnel : 

e = — avec p de N*et q de N*. 
q 

n !p 
Soit n >q ; alors d'près 4. a) —— e N o n !e e N. 

q 
Ce qui est en contradiction avec le résultat en 3. c) 
Donc e n'est pas rationnel. 

Problème 
Partie A 
La) Figure illustrant les données et répondant à 
certaines questions : 
(Voir figure ci-contre) 

71 
b) On considère la rotation : r(A ; —) =v 

r(D) = B et r(B') = D'.Donc ;DB' = BD'et 

(DB ; BD ) = - (27t) ; d'où BD' = BD' et ( BD) _L (BD'). 
2 

En appliquant plusieurs fois le théorème de la 
droite des milieux, dans les triangles DBB'. 
DB'D'. BB'D'. DBD' et en tenant compte la relation 

DB' = BD' et (DB' ; BD) = ~- On en déduit que 

OPO'Q est un carré. 
2. a) Les deux triangles BAD et BID sont 
rectangles, d'hypoténuse commune BD, on en 
déduit que le cercle de diamètre BD passe par A et 
I donc OA = 01. De même O'A = O'I. 
On en déduit donc que O' et O appartiennent à la 
médiatrice de [AI] d'où A et I sont symétrique 
par rapport à (00'). 
b) Soit S(oo') la symétrie axiale d'axe (00') ; 
d'après l.b) et 2.a) : S(oo )(A) = I et S(oo )(Q) = P- 

S(oo') étant une isomètre involutive on en déduit 
que : AQ = IP et AP = IQ. 
D'autre part on sait que les triangles BIB' et DID' 
sont rectangles en I ; on en déduit que : 

IP = — et iQ = i^; (i'oùAQ = IP = — 

et AP = IQ = 
DD' 
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3.a) AQ . BB' = — (AD + AD').(BA- B'A) 

= -(Àl5 .BA- AD.B' A + ÂD*' .BA - AD'.B'A) 
2 o o 

= - (AD'.BA - AD.B'A). 
2 

71 
Et comme la rotation r(A ; —) transforme A en 

2 
A ; D en B et B' en D' et elle conserve le produit 

scalaire alors : AD '.AB = ADAB ' ; donc 

- (ÀD'.BA - ÀD-^A) = 0 ; d'où ÀQ.BB = 0. 

De la même façon on démontre que : 

AP.DD' = 0. On en déduit que les droites (AQ) et 
(AP) sont respectivement des hauteurs dans les 
triangles ABB' et ADD'. 
b) O ; O' ; P et Q sont évidement des points du 
cercle circonscrit au carré OPO'Q. 
Les triangles PHQ et PKQ ont pour cercle 
circonscrit le cercle de diamètre PQ c'est-à dire le 
même cercle circonscrit au carré OPO'Q. On en 
déduit que O ; O' ; P ; Q ; H et K sont 
cocycliques. 
Partie B 
La) Figure illustrant les données et répondant à 
certaines questions : 

 c ..., n 

S 

b) S est une similitude directe de centre I 

transformant 0( centre du cercle F) en O' (centre 

du cercle F'). Comme I est un point invariant 

commun aux deux cercles F et F' alors S(r)= F'. 
D'autre part, S conserve les angles orientés donc : 

(IO ; lA) = (IO'; lAQ (27t).Il suffit alors de 

tracer la droite passant par I faisant avec (10') un 

angle orienté égal à (10 ; IA), l'intersection de 

cette droite avec F' est le point Ai cherché. 
2. a) Soit M e F \ A, On a : 

S(I) = I r — —- —  • 
SJ0) = 0. ^ (0I;0M) = (0'I;0'M1)(27t) 

S(M) = M1 1(^ ; ^ ; £) +(Âr ;AM( )(27i) 

D'autre part 

(ÂM ; ÂMj") = (AM ; ÂI) + (ÂI ;AMl ) = 

^(ÔM;ÔI) + ^(Ôd;ÔMi ) = 0(7r). 

Donc A ; M ; Mi sont alignés. 
b) On en déduit que Mi est l'intersection de (AM) 

avec r'\ A. 
3.a) On utilise ce procédé pour construire les points 
B, ; Ci ; D! images respectives de B ; C ; D de la 
même façon Ai sera le point d'intersection de (AA') 
avec r"\A ; autrement dit la tangente en A au cercle F. 
b) Comme la similitude conserve les angles et le 
barycentre alors les points Ai ; Bi. Ci. Di 
constituent les sommets du carré ( image de 

ABCD par S) inscrit dans le cercle F. Son centre 
est évidement O'. 

71 
4) La rotation r(0';—) transforme Ai en Di ; Bi 

en Ai ; Ci en Bi ; Di en Ci.En plus 
r:A^B' ;B'^C' ;C'^D' ;D'^A'. 

D'autre part r conserve l'intersection donc : 
r:E—>F ;F—>G ;G—>J ;J—>E,et 

(OB ; OF) = (OB ; OG ) 

= (O'G ; O'J ) = (O'J ; O'E ). 

Donc EFGJ est un carré de centre O. 

Partie C 

a est l'angle de la similitude directe S : 

P = (B1A1' ; ÀEF) (2ti). 

Fa) D'après les propriétés évidentes de la 
configuration on a : 
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a = (10 ; 10') = -(A0; AO') 

(ÂO ; AB) + (ÂB ; ÂB') + (AB ; AO')] W 

a = -(— + 0 + —)^>a = -0-— (271) —> 1 
4 4 2 

D'autre part : 

oc = (AB ; AjBj) = (AB ; AB') + (AB'; AjB/)(27i). 

> a = 0 - (AjBj ; AB') (2%)^ 

a = 0 - (BjAj ; ^B') + tz{2tz) 

a = 0 - p +7i (27i) —> 2 

K 
Soustrayons 1 de 2 il vient P = 20 - — (2n). 

2 
2.a) Les triangles O'JE ; EJA ; EJBi sont 
rectangles de même hypoténuse [JE] donc les 
points O' ; J ; A ; E ; Bi sont cocycliques, d'où 

(O'B; ; (TA) = (ÈB1' ; ÈA) = (À^ ; B^A) 

= (BA ; AB') = p(27r). 
b) l'octogone AA B'D|C'C|D'B| formé par les 
sommets des deux carrés AB'C'D' et A^QD! est 
régulier dans le cas où 

P = (O ' Bj ; O ' A) = - — (27t) 

71 
c'est-à-dire que:P = - —• 

, „ 71 _ „ 71 71 ^ x 
c) P = — ^> 20 — = —(271:) 

4 2 4 

K N „ K . ^ TT „ 9K 
20 = —(2k) <=> 0 = —(k), soit 0 = —ou 0 = —. 

4 8 8 8 

71 
Or 0 est un angle aigu donc 0 = ~est la solution 

retenue et c'est celle qui fait de l'octogone 
précédent un octogone régulier. 

3. Notons j+Taire demandée: 

jj/(AB'C'D') = (AB')2 = a2 

= 4 MAEJ) + /(EFGJ) 

+4AB'C'D') = a2 = 4^ x AE x EB'+ A(EFGJ) <» 

jT(EFGJ) = a2 - 2 x AE x EB ' 

K . K 
= a - 2EJ cos — x EJ sin — 

8 8 

= a' - (EJ)" cos — x EJ sin — 
8 8 

= a2 - (EJ)2 x 2sin —cos — 
8 8 

= a2 - (EJ)2 xsin — 
4 

= a2 - (EJ)2 x^ = (EJ)2 d'où 

(1 + —)(EJ)2 = a <^> (EJ) = 
a2 x2 . 

2 + \/2 ' 

Soit jj/(EFGJ ) = 
a2 x2 

2 + V2' 
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Sujet 2000 /Séries : Séries C & TMGM / Session normale 

Exercice 1 

1) x solution réelle de f(Z) = 0 <=> 

x4 + 4x3 +6x2 +(6-2i)x +3 - 21 = 0 <=> 

x4 + 4x3 + 6x2 + 6x + 3 + i( -2x -2) = 0 o 

x4 + 4x3 + 6x2 + 6x + 3 = 0 

[-2x -2 = 0 

donc Zn = -1- 

o x = -1 

1 4 6 6-2 i 3-2i 

-1 >x::: -1 -3 -3 -3+2i 

1 3 3 3-2i 0 

D'où: Q(Z) = Z3 + 3Z 
2) Q(i) = 4-3+31+3- 

2 +3Z +3 -2i. 

2i = 0; 
1 3 3 3-2 i 

i TxC -i -1+31 2i-3 
1 3+i 2+31 0 

Donc: cp(Z) = ( Z - i)( Z" +(3 + i)Z +2 + 31) = 0; 

f(Z) = 00 (Z+l)( Z - i)( Z2 +(3 + i)Z +2+ 31) =0; 
Z2 +(3 + i)Z +2+ 31 = 0 ; 

A = (3 + i)2 -4(2+31) = -6i = (a/3 (1 - i))2o 

^ -3-1 - A/3 +i\f3 -3-A/3 , vA/3-1, 
Z = = h i( ) ou 

2 2 2 

^ -3-1 + 73-173 -3 + 73 . -73-1, 
Z =   +1(— ) 

2 2 2 
Donc les solutions de l'équation f(Z) = 0 sont : 

( , . -3-73 .,73-1, -3 + 73 .,-73-1,1 
r1 ; 1 ; ; -r-+i(^) | 

3) Z, - Z, = i + 3 + 73 - 73^1 
1 - 2 2 

3 + 73 .,3-73, 

2 2 

^ ^ -3 + 73 , .,-73-1, , 3 + 73 .,73-1, Z3 - Z, =    +1(   ) + —  1(——) 
2 2 2 2 

= 73-i73 

Z, - Z, = 1 
3-73 .,73+1, 

3-73 .,3 + 73, 

2 2 
Calcul de longueur des côtés du triangle M1M2M3: 

M1M2=. 
I1) + 3 + 673 + 3 + 9 - 673 

= 76; 

M2M3=7(73)2+(-73)2 =76 ; 

79 + 3-673+3 + 9 + 673 
M, M, = = 76 

Donc le triangle M1M2M3 est équilatéral. 

^ , Z, + Z, + Z3 "2+l(0) 

De plus on a : —     = —   
3 3 

= — = -1 = Z0 • 
3 0 

Donc Mq est le centre de gravité du triangle 
M1M2M3. 

Problème 
Partie A 

l.a) f0(x) = 1 

1 + e 

• Dfo = R= ]—go ; + oo[ 

• Limites aux bornes de Dfo 

lim f0(x) = 0 ; lim f0(x) = 1 
X—>-00 X—>+00 

• Dérivée de fo et sens de variation 

e~x 

fo'(x)=- >0 
(1 + e~x )2 

• Tableau de variations de fo 

x 0 +00 

fo'(x) + 

fo(x)  ^ 

?) Représentation graphique de fo 

y 

4 Ce 

l - :l 0 .L : x 

Avec Q(0 ; -^ ) on a : 2(0) - x e Df V xe Df ; 

f(2(0) - x) + f(x) = fo(-x) + fo(x) 

= ^ + ^ = i±^ = l = 2(l). 
l + ex l + e-x l + ex 2 

Donc Q(0 ; — ) est un centre de symétrie de C. 
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c) fo(-x) =■ 
1 

= f1(x) ; donc fi est 
l + ex 1 + e 

l'image de fo par la réflexion d'axe (Oy). 
1 x 1 e e 

2.a) fo(x) = 
l + e~x ex (1 + e~x ) l + ex 

uo +U1 = 1' (fo w + fi (x))dx = { dx = £ dx=1 

r1 e 
b)Un + Un, = |   7 n n-1 Jo 1 

ie-ra + g-fn-Dx 
dx 

[ie-'n-'"(e-+1)dx 

JO a-X J •'0 
l)x 

Un+Un,= 

dx 
e - 

-(n-l)x 
1 e1-1-! 

1-n 1-n 

1-e' n 

n -1 

c) U. = 1 - Un = 1- f'-^—dx = l-rin(l + ex) 
1 0 Joex+l L -o 

= 1 - ln(e +1) + In 2 

1-e1 

. U2 +U1 = = 1 - e"1 = 1-e"1 

U2= 1 -e"1 -1 + ln(e +1) - In 2 • 

d) Comme Vx e[0 ; 1] : fn(x) > 0 d'où :V ne N ; 

Un>0^>Vn>2;0<Un< Un+ Un-l^ 
^l-n 1 - e 1-e 

Vn>2;0<Un<  ; Or lim = 0 ; 
n -1 n^+=0 n -1 

Donc d'après le théorème des Gendarmes, lim Un =0- 
n—>+00 

Partie B 
La) Continuité de gn : 

• go est la somme de deux fonctions continues sur 
[0 ; 1] donc go est continue sur [0 ; 1], 

• n ^ 0 ; gn est la somme de deux fonctions 
continues sur [0 ; 1] ; donc gn est continue sur 

[0 ; 1]. 
Dérivabilité de gn 

• n ^ 0 ; gn est la somme de deux fonctions 
dérivables sur [0 ; 1 [, Donc gn est dérivable sur 

[0 ; 1[. 

b) go(x) = Vl-x + 1 = h0 (x) + f0 (x) 
l + e 

A ^ X
n^7 e X(x">/l^7 + e llx ) 

n ^ 0; gn (x) =  +  
l + e l + e 

x " x/F^x (l + e x ) e'nx 

1 + e"x + 1 + e"x 

e_nv 

= xn s/l - x + — = hn(x) + fn(x) • 
l + e 

Donc V ne N ; gn(x) = fn(x) + hn(x). 

o t \ n-1 R  xn 2nxn"1(l-x)-xn 
2.a)hn(x) = nx vl-x- 

h'n (X) = 
xn~1(2n-x(2n+l)) 

^ 0 ; hn'(x) = 00 

o 2n 
x = 0 ou x = 

xn 1 (2n - x(2n +1)) 

2\l\ - x 
= 00 

2n+l 

• Tableau de variations de hn 

X 0 2n 1 
2n+l 

ho'(x) 1 

0
 

+
 

0
 

ho(x) 
h ( 2n ) 

n = 0 ; h'0 (x) = —. ^ < 0 
2vl - x 

• Tableau de variations de ho 

x 0 1 

ho'(x) - 

ho(x) ^   > J 
• Re présentation gra] phique 

<■ > 

1 

.J+i'et 

.a) J = f x " x/l - xdx ;Onpose: 
Jo 

n-l 
J0 

u(x) = xn u '(x) = nx 

- 2 - 
v'(x) = (1 — x)2 ) => v(x) = — — (1 — x)2 
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J„ = — x" (1 — x)2 

3 

2n ri 

3 Jo 
f x^'a-x^x 

•'0 

2" 2n _ 2n 
2 ^ n-l - g 1 

J = J 
n 2n + 3 n"1 

_ 2 

"5 " 

J =^-J 
n 2n + 3 

Par produit membre à membre et après 

identification on a : 

2x4x6x x2n 
Jn =  Jo ^ 

5x7x9x x (2n + 3) 

2nn!(2x3x4x x(2n + 2)) 
J n =  Jq = 

(2n + 3)! 

T 3x2n+2 x2n(n + l)(n!)2 T 

J„ = Jo ^ 
(2n + 3)! 

_ 3 x 22n+2 x (n + l)(n!)2 

(2n + 3)! 0' 

C) =lo1 § n = £ f„ (x) dx + £ hn (x) dx 

= Un+Jn- 

Donc . In + In-l — Jn +Jn-1 + Un +Un- 

In + Vl : 3 < 22n+2 < (n + l)(n !)2 + 3 < 22n < (n)(n -1) !2 

(2n +3)! (2n +1)! 

d) Vx e[0 ; 1] ;0< 1 - x< 1 < 

xnVl-x < xn |o hn (x) dx <|o x
ndx 

Jn + " 
1 - e I-n 

n -1 

Jn — 
n+1 

n +1 
d'où Jn < 

n + 1 

e) On a : Vn > 1 ; !„ = Jn + Un ; Or, Jn < 
1 

In <  + 
1 1-e1 

Or 
1 1 

< < 

n + 1 

2 

n+1 n-1 n+1 n-1 n-1 

2 1 - e1_n _ 3 - e1_n 

In ^ 1 I„ < 
n-1 n-1 n-1 
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